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1. Wnioskowanie a opis statystyczny

» Obserwacja statystyczna (dane):
* petne (zbiorowos¢ generalna),

+ czesciowe (proba — losowy dobdr czesci
jednostek ze zbiorowosci).

[ ¢ Na podstawie analizy préby chcemy wnioskowac
o catej zbiorowosci!

Przykfad:

 Analiza rozktadu dochodéw $wiezo
wyksztatconych informatykéw w Polsce.

Whioskowanie statystyczne

* Whnioskowanie statystyczne opiera sie na rachunku
prawdopodobienstwa, a reguty tego wnioskowania sg
okreslone przez metody statystyki indukcyjnej.

» Gtéwne dziaty wnioskowania statystycznego:

+ Estymacja (szacowanie nieznanych parametréw
zbiorowosci generalnej),

[ « Weryfikacja (sprawdzanie) hipotez statystycznych.

+ Pamietaj, ze decyzje podejmowane sg w warunkach
niepewnosci!

* Reprezentatywnos¢ proby losowej:
* Przyjecie zatozen co do odpowiednich schematéw losowania,
» Okreslenia wtasciwej liczebnosci i struktury proby,

* Wyznaczenia dopuszczalnych prawdopodobienstw
popetniania btedow.




Opis a wnioskowanie statystyczne

Metody

Opisu statystycznego 1

Whnioskowania statystycznego 2

Analizy struktury
zjawisk

Analiza
wspotzaleznosci

Analiza dynamiki
zjawisk

Rozktady
empiryczne

Charakterystyki
opisowe

Grafika
rozktadow

Rozktady
teoretyczne

Estymacja
parametrow

Weryfikacja
(testowanie)
hipotez

1.  Bez uogdlniania na zbiorowosé

2.  Na okreslonym poziomie istotnosci

Przyktady badan statystycznych prowadzonych w Polsce przy

zastosowaniu metod reprezentacyjnych:

» W latach powojennych przeprowadzono w Polsce jednorazowe,

reprezentacyjne badanie losowo dobranej préby mieszkahcow na

potrzeby przemystu (odziezowego, obuwniczego, itp..)

wzorcowych typow budowy fizycznej cztowieka.

+ Cel - uzyskanie informacji liczbowej o pewnych cechach
antropometrycznych ludnosci wg. roznych kategorii (wiek, pteé).

» Czy takie badania mozna byto prowadzi¢ dla wszystkich
Polakéw?

Wiecej w A.Luszniewicz ,Metody wnioskowania statystycznego”.




Whnioskowanie statystyczne — wybrane przyktady:

+ Badania marketingowe,
» Badanie jakosci partii towardw,
* Ocena jakosci technologicznej produkcji,

» Badania skutecznosci lekéw, nowych metod
szkolenia, organizacji pracy,

+ Badanie zaleznosci miedzy zmiennymi,

Wiecej, np. A.Luszniewicz ,Metody wnioskowania statystycznego”.

&

2. Weryfikacja hipotez statystycznych

+ W estymaciji —» ocena wybranego parametru populacji.

» Obecnie — sprawdzenie pewnej hipotezy nt. poziomu nie znanego
parametru albo co do postaci rozkltadu zmiennej w populacji.

* Na podstawie informacji pochodzacej z proby bedziemy
podejmowaé decyzje czy przyjac albo odrzucic hipoteze.

* Przyktady problemoéw badawczych dotyczacych:

» wartosci badanych zmiennych,
* np. $redni wiek oséb chorujgcych na pewng chorobe wynosi 45 Iat.

* porownania dwéch zbiorowosci,

» skutecznos$¢ oddziatywania pewnych bodzcéw, ktérym poddawane
sq te same grupy obiektow,

» zaleznosci miedzy badanymi zmiennymi,

* poréwnania rozkladéw zmiennych.




Standardowy schemat postepowania

* Krok 1: Okreslenie hipotezy zerowej Ho i hipotezy
alternatywnej H1.

* Krok 2: Identyfikacja statystyki testu i obliczenie jej
wartosci w oparciu o dane z préby.

* Krok 3: Wybdr poziomu istotnosci a.

+ Krok 4: Sformutowanie reguty decyzyjnej: okreslenie
obszarow krytycznych i zasad odrzucenia hipotezy Ho.

v

+ Krok 5: Podjecie decyzji.

,2Alfabet poje¢” w testowaniu hipotez:

* Hipoteza statystyczna. + Btad pierwszego
* Hipoteza zerowa Ho i rodzaju.
alternatywna H1. » Bfad drugiego rodzaju.
* Test jednostronny i * Poziom istotno$ci.
dwustronny. « Moc testu.

+ Statystyka testowa.
* Prawdopodobienstwo

odrzucenia hipotezy
zerowe;.

Obszary krytyczne
rozktadu zmienne;.




Hipotezy statystyczne

Przykfad technologiczny (J.Koronacki str. 213)

» Dla stosowanej technologii produkcji stopu — Sredni
poziom zanieczyszczen p promili.

» Czy wprowadzona nowa technologia obnizy poziom
zanieczyszczen?

Powyzsze stwierdzenia to hipotezy badawcze.

[ * Hipoteza badawcza wyrazona w j. naturalnym
a hipoteza statystyczna.

Hipotezy statystyczne

* Hipotezg statystyczng nazywamy kazde zatozenie
dotyczace parametrow lub postaci funkcyjnej rozktadu
prawdopodobienstwa dla okreslonej populacji

Kendall, Buckland: Stownik terminéw statystycznych.
* Hipotezy parametryczne i nieparametryczne.

* Testowanie hipotez
— wykorzystuje sie pare dwdch hipotez; pierwsza, tzw.
zerowa Ho podlega weryfikacji i moze by¢ odrzucona na
korzys¢ drugiej hipotezy H1, nazywanej alternatywna.




Przyktad dydaktyczny

» Doktadne toczenie ttoka pompy paliwa silnika
samochodowego ma dawac Srednice pewnej czesci
ttoka réwng 7,5 mm.

» Pozgdana wartosc¢ srednia tych Srednic
6, = 7,.5mm.

* Problem badawczy — sprawdzenie, czy zuzycie noza
tokarki nie spowodowato zwiekszenia wartosci
Sredniej #badanych srednic ttoka.

Testowanie hipotez:

Hipoteza zerowa HO : 0= 6, \« J
Hipoteza alternatywna H1: 8> 6, )

Komentarz: W literaturze wartos¢ oczekiwana ozn. 1y

Co z tymi hipotezami?

« Hipotezy zerowa i alternatywna muszg sie
wykluczac.

Lecz

» Czy obu hipotezom przypisujemy
takg samg wage?

« Czy mozna je traktowac ,symetrycznie”?

D |» Dlaczego poddajemy hipoteze zerowg w
watpliwos¢ i chcemy jg odrzucic?




Zasady konstruowania hipotez i postepowania w ich weryfikacji

» Podobienstwo do reguty dowodzenia NIE WPROST
(z tac. ad absurdum).

* Aby pokazaé, ze prawdziwe jest twierdzenie
(nazywane je hipotezg H,) tworzymy jego negacje
(nazwijmy je H,).

» Zaktadamy, ze H, jest prawdziwe i sprawdzamy do
jakich konsekwencji prowadzi przyjecie tego
zatozenia.

+ Jedli wyniki sg niezgodne (sprzeczne) z
oczekiwaniami, to jest to dowodem na to,
ze przyjete zatozenie jest fatszywe.

* Przyktad badania inteligencji Piotra.

Whnioskowanie dedukcyjne a statystyczne

Whnioskowanie dedukcyjne Whnioskowanie statystyczne

Formutujemy twierdzenie/hipoteze H1, ktéra chcemy udowodnic

Formutujemy negacje H1 w formie Ho

Zakfadamy, ze Ho jest prawdziwe i sprawdzamy do jakich konsekwencji prowadzi
przyjecie tego zatozenia.

Jesli konsekwencje przyjecia
zatozenia prowadza do otrzymania
MALO PRAWDOPODOBNEGO
WYNIKU, odrzucamy zatozenie o
prawdziwosci Ho.

Jesli konsekwencje przyjecia zatozenia
prowadzg do absurdu, odrzucamy
zatozenie o prawdziwosci Ho i uznajemy
prawdziwos$¢ H1 za udowodniona.

Uwaga: we wnioskowaniu statystycznym nie ma konsekwencji niemozliwych,
a jedynie mniej lub bardziej prawdopodobne!




Hipotezy kierunkowe

» Sposoby formutowania hipotezy alternatywnej w
zalezno$ci od przewidywanh badacza.

* Rozwazmy przyktad badania zachowania grupy
studentow w sprawdzianie psychologicznym w
stosunku do typowych wynikéw (w populacji).

* Ho:u=5 (typowy/$redni wynik w populaciji)

* H1 moze byc¢ sformutowana na trzy sposoby:
H1: u>5 (przypuszczamy, ze sg lepsi niz Sredniaw ...)
H1: u<5 (przypuszczamy, ze sg gorsi niz srednia)

H1: u#5 (osiagajg wynik rézny od sredniego w
populacji, nie przewidujemy kierunku réznicy)

Cwiczenie z formutowania hipotez

+ Sprawdz czy jedynacy roznig sie od populacji pod
wzgledem inteligencji (IQ=100).

« Sformutowania hipotezy:
Hipoteza zerowa Ho : 4(1Q) = 100
Hipoteza alternatywna H1 : 1(1Q) = 100

» Sprawdz czy himalaisci majg podwyzszony poziom
hemoglobiny w stosunku do populacji (« = 14).

* Inne ciekawe ¢wiczenia patrz np.,
G.Wieczorkowska: Statystyka - wprowadzenie do
analizy danych sondazowych i eksperymentalnych.




Testowanie hipotez dla jednej zbiorowosci
(rozktad normalny ze znang wariancjq)

Powréémy do przyktadu badania srednic czesci ttokow
Ho: 6= 6,, gdzie 6=7,5 mm.
H1: 0> 6,

» Zatozenia: srednice czesci ttokdw maja rozktad
normalny, odchylenie standardowe jest znane i
wynosi 0,05 mm.

+ Wartoscig srednia jest nieznana liczba 6.

* Przeprowadzono badanie pomiaréw odpowiedniej
Srednic z losowo wybranych 50 ttokow.

» Dysponujemy realizacjg proby losowej X1,X2,...,X50
z rozktadu N(6,0.05).

Testowanie hipotez cd.

» Nalezy wybra¢ statystyke testowa.

» Nastepnie wyliczy¢ jej wartos$¢ na podstawie proby i
ocenic, czy jej wartosc¢ jest ,typowa” lub ,nietypowa” /
mato prawdopodobna przy zatozeniu zachodzenia
hipotezy H,,.

+ Jesli wartos¢ jest MALO PRAWDOPODOBNA, to sg
podstawy do odrzucenia H,,.




Przykfad srednic ttokow — c.d.

Statystyka x ma przy zatozeniu prawdziwosci Ho rozktad
normalny N(@O’O'/\/ﬁ), gdzie 0=0.05 i n=50.

Jesli prawdziwe Ho, to jakie powinny by¢ wartosci X?

Zamiast bezposredniej statyki postugujemy sie jej wersja
standaryzowana;:
_X-6

4= o/

Dalej za wiasciwg statystyke testowg uznajemy zmienng
losowg Z.

Komentarz: Literatura standardowo., w miejsce 6,

Interpretacja wartosci statystyki testowej

* Nietypowe / duze / mato prawdopodobne wartosci
statystyki Z uzasadniajg odrzucenie Ho na korzys¢
hipotezy alternatywnej H1.

+ Ktére wartosci statystyki Z sg mato prawdopodobne
przy zatozeniu prawdziwosci Ho?

» Okreslmy warto$¢ progowg prawdopodobienstwa
ponizej ktorego bedziemy uznawali wartosc statystyki
za nietypowa przy zatozeniu prawdziwosci Ho.

» Odpowiada jej pewna wartosc krytyczna statystyki

Po, (£ 2 ) =




Obszary krytyczne

Zbiér mozliwych wartosci statystyki dzielimy na:

« Zbior krytyczny C — zbidr wartosci prowadzacych do
odrzucenia hipotezy Ho na korzys¢ H1.

» Zbior przyje¢ C’ — zbiér wartosci prowadzacych do
nie odrzucenia hipotezy Ho.

* Pomiary 50 ttokéw — ich $rednia x =7.515
* Obliczenia statystyki testowej

X—0, 7.515-7.5 /50
7= = = 7.515-7.5)=20~/50-0.015=2.121
o/~/n 0.05/+/50 0.05( )

P(z>2Zy)=P(z>2.121)=1-P(z2<2.121)

P(z>2.121)=1-P(z<2.121) =1-0.983039 = 0.017

* Czy to jest warto$¢ prawdopodobna przy zatozeniu
prawdziwosci H0?




Funkcja gestosci prawdopodobieristwa
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Wartosci krytyczne

* Przyjmijmy o = 0.01, wtedy  Zypyy = 2.326

» Wszystkie wartosci statystyki Z nie mniejsze od
2.326 uznajemy za mato prawdopodobne, gdyby
prawdziwa byta Ho.

+ Zaobserwowana wartosc statystyki testowe;j:
2.121 <2.326

Brak podstaw do odrzucania hipotezy zerowej!




Co by byto, gdyby ...?

« Jesli warto$é srednia w probie bytaby: x° =7.502

x! =7.505, x?=7.51, x>°=7.52, x*=7.53
* Zmienne standaryzowane:

0 X—6y 7.502-7.5 /50
20 = = = 7.502—7.5) = 20~/50 -0.002 = 0.2828
a/~n 0.05/~/50 005 )

P(z > 2%b1) = P(z > 0.2828) =1 - P(z < 0.2828)

X 4 P
7.502 0.2828 0.3897
7.505 0.707 0.2389
7.51 1.414 0.0193
7.52 2.828 0.00023
7.53 4.2426 0.00001

Etapy postepowania w testowaniu hipotez (test z)

Krok 1: Przyjecie zatozen i sformutowanie hipotez

*  Okresl badane zmienne ich skale pomiarowe i przyjmij
zatozenia.

+ Zatozenia dzielimy na dwie kategoria:
1. te, ktoérych badacz jest pewien i nie chce kwestionowac;
2. te, ktorych nie jest pewien

* (1) tworzy model; (2) wykorzystuje sie do hipotez

* Przykiad zalozen (1), zmienna jest zdefiniowana na skali
liczbowej, ma w populacji rozktad normalny o znanym
odchyleniu standardowym o.

* Proba losowa liczy n elementéw.




Etapy postepowania w testowaniu hipotez (test z)

(2) Sformutowanie hipotez
e Ho: = 1o

* H1 hipoteza alternatywna moze by¢
sformutowana na trzy sposoby:

H1: 1> 1o (test jednostronny)
H1 : u < o (test jednostronny)
H1: u# wo (test dwustronny)

Etapy postepowania w testowaniu hipotez (test z)

Krok 2: Okreslenie statystyki testowej

» W tescie istotnosci dla nieznanej sredniej zbiorowosci jest
statystyka Z o rozktadzie normalnym standaryzowanym
N(0,1).

» Oblicz warto$¢ Z na podstawie proby.




Etapy postepowania w testowaniu hipotez (test z)

* Krok 3/4 Ustalenie reguty decyzyjnej
» Ustalenie tzw. poziomu istotnosci a

* Znajac rozktad statystyki okreslamy, ktére wartosci
sq mato prawdopodobne (odrzu¢ Ho), a ktore nie
pozwalajg na odrzucenie Ho.

Obszary krytyczne

Test jednostronny (,prawostronny”)
s Hi:u> o
* Ho odrzucamy, gdy p < a (Z > za)

Za




Obszary krytyczne

Test jednostronny (,lewostronny”)
s Hi:u< o
* Ho odrzucamy, gdy p < a (Z < -Za)

Dwustronny obszar odrzucenia !

Test dwustronny

s Hi:u+# o

* Ho odrzucamy gdy 2p < !
tzn. Z<-2,, lub 227,

al2

-Zo/2 Zal2




Testy jednostronne czy dwustronne?

* Przykfad oceny 1Q dla o =0.05

* Hipoteza alternatywna H1 : 4(1Q) > 100
* Dla o =0.05 Zkryt=1.65

» Hipoteza alternatywna H1 : 1(IQ) = 100

* Dla o = 0.05 obliczamy Zkryt , ale
dotyczy to prawdopodobienstwa «/2 , tj. 0.025

czyli Zkryt = 1.96

Test jedno- czy dwu-stronny?

Funkeja gestodci prawdopodobiefishua
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Test jedno- czy dwu-stronny?

» Zauwaz, ze tatwiej spetni¢ test jednostronny niz
dwustronny!

» Badacz stosujacy test jednostronny moze by¢
podejrzewany...

A TES ..
N0, DALED, umENsE%_n'#squw, NIKT SIE
#_ NIE DOMIE...

» Jesli masz watpliwosci, to stosuj testy dwustronne.

Ryzyko btedu w testowaniu hipotez

» ,Statystyka niczego nie dowodzi, czyni tylko
wszystko mniej lub bardziej prawdopodobnym”
Stanistaw Lem

» Decyzje statystyczne sg binarne — albo odrzucimy
hipoteze zerowa, albo jej nie odrzucamy.

+ Jakie popetniamy btedy i co z nimi zrobic¢?




Decyzje statystyczne

Cztery mozliwe rezultaty decyzji:
1. Odrzucenie fatszywej Ho,

2. Nieodrzucenie prawdziwej Ho,
3. Odrzucenie prawdziwej Ho,
4

. Nieodrzucenie fatszywej Ho.

Dwie pierwsze decyzje sg prawidtowe ©,
pozostate sg btedami.

Btad | i Il rodzaju

+ Jezeli odrzucimy prawdziwg hipoteze Ho,
to popetniamy biad pierwszego rodzaju.

+ Jezeli nie odrzucimy fatszywej hipotezy
Ho, to popetniamy btad drugiego rodzaju.




Decyzje wobec Ho i towarzyszace im btedy

Odrzucamy H, | Nie odrzucamy H,

H, prawdziwa Btad | rodzaju o | Wtasciwa decyzja
H, fatszywa Wiasciwa Bfad Il rodzaju B
decyzja (1 - )

Nie odrzucamy fatszywej hipotezy H, — bfad Il rodzaju
(B prawdopodobienstwo popetnienia tego btedu).
Btedy obu rodzajow sg wzajemnie przeciwstawne

al - pT

Poziom istotnosci

* Prawdopodobienstwo popetnienia btedu |
rodzaju nazywamy poziomem istotnosci testu
(ozn. ).

 Jest to maksymalne ryzyko btedu, ktére badacz
jest sktonny zaakceptowac.

+ Wybor wartosci « zalezy od badacza, natury
problemu i od tego, jak ,0stro” chce on
weryfikowa¢ swoje hipotezy.

» Zwigzek miedzy doborem « a mocg testu 1 — S.

» Typowe wartosci « = 0.05, 0.03, 0.01




Powigzanie btedow I i |l rodzaju

* Czy mozna ,bezkarnie” minimalizowac poziom
istotnosci a?

* Proba zmniejszania o bedzie rownoczesnie
powodowata wzrost (3.
* Powrdcmy do przyktadu analizy Srednic czesci ttokdw:

* Co by byto, gdyby w rzeczywistosci prawdziwa wartos¢
Srednia srednic wynositaby 6 = 7.51,
czyli hipoteza H, bytaby fatszywa?

Troche rozwazan teoretycznych

* W przypadku zachodzenia H1 standardowy

rozktad normalny ma statystyka %
+ Ponadto
Z_)?—HO_)?—Q 6 -6,

“o/dn o/dn o/n

* Pod warunkiem prawdziwosci H1 statystyka Z
ma rozktad normalny przesuniety wzgledem

poprzedniego rozktadu normalnego o %




Przyktad srednic ttokow

+ Jesli prawdziwa bedzie hipoteza alternatywna

« Statystyka Z ma rozktad o gestosci normalnej z
wartoscig oczekiwang

0-0,

574 =20/50(0 - 6y) =1.414

i odchyleniem standardowym 1.

Prawdopodobienstwo odrzucenia fatszywej HO i przyjecia
prawdziwej H1

a) pl2) * Prawdopodobienstwo jest
réwne catce z tej gestosci
po zbiorze krytycznym.

pole = 0,05

pole = 0,01
pole = 6,001

pole = 0,409

pole = 0,181

J A\:pole = 0,047

T
1,414




a) p(z)

pole = 0,05

pole = 0,01
pole = 0,001

S

-3 0 2,121

pole = 0,409

b)

pole = 0,181

pole = 0,047

T
1,414
pole = 0,397

<) /\ pole = 0,691

\kpole = 0,881

Rys. 3.7. a) Zbiory krytyczne dla poziom6w istotnosci: 0,05; 0,01; 0,001
i zaobserwowanej wartosci statystyki testowej 2,121, b) wartosci mocy
dla @ = 7,51, ¢) wartosci mocy dla 8 = 7,52

T
2,828

Moc testu

« Dla zadanej alternatywnej wartosci parametru 6
bedacego przedmiotem testowania,
prawdopodobienstwo odrzucenia (fatszywej)
hipotezy zerowej i przyjecia (prawdziwej) hipotezy
alternatywnej nazywamy moca testu dla tej
wartosci parametru 6.

* Moctestu1-p
* Moc testu zwieksza sie wraz ze:
* wzrostem poziomu istotnosci,

» zwiekszaniem liczebnos¢ proby n.




Inne

przyktady testu Z

Specjalisci sieci supermarketéw podejrzewaja, ze mleko
pochodzace od jednego z producentdéw ma nizszag
zawartosc ttuszczu niz nominalna warto$¢ 3.2%.

Sprawdz, czy zawartos¢ tluszczu sie zmniejszytal

Zaktada sie, ze deklarowane przez producenta
odchylenie standardowe zawartosci ttuszczy w mleku nie
zmienito sie i nadal wynosi 0.05%.

Faktyczna zawartosc¢ ttuszczu jest wielkoscig losowg o
rozktadzie normalnym.

Wykonano prébe 10 kartonow z partii produktu —

Srednia w probie 3.167. 6

Co bedzie dalej?

Sekwencyjne testowanie hipotez (ze zmiang liczebnosci
proby)
Testy dla wartosci sredniej w rodzinie rozktadow

normalnych — przypadek nieznanego odchylenia
standardowego.

» Statystyka zmiennej T

* Rozkfad t Studenta
Testy dla dwoch prob

* Zmienne niezalezne

* Zmienne zalezne (,sparowane”)

Inne testy
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