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1 Wstep

1.1 Wykaz skré6téow i oznaczen

W pierwszej kolejnosci przedstawione zostang uzywane w pracy oznaczenia, nastepnie pod-
stawowe definicje miar koniecznych do uzyskania rozwiazania

d liczba wymiaréw kostki

p liczba wezléw (procesoréw), z definicji hiperkostki réwna 27
n liczba sumowanych liczb

n; poczatkowa liczba liczb w i-tym wezle

Toum, Teomm odpowiednio czas sumowania dwdéch liczb oraz przestania liczby. W warunkach
zadania T.omm = 10T sum

Tseq(n), Tpar(n) odpowiednio czas dziatania algorytmu sekwencyjnego oraz réwnoleglego dla n
liczb

S speed-up przyspieszenie obliczen
E efficiency efektywnos$é wykorzystania procesoréw

C' cost koszt zréwnoleglenia

T
1 _ tseq
1 s T
S
2) E=Z2
(2) ’



1.2 Zalozenia

Przede wszystkim przyjeto réwnomierny! rozklad liczb w procesorach. Motywacja takiego
warunku wynika z faktu, iz w przypadku rozkladu innego niz réwnomierny niemozliwe bytoby
uzyskanie deterministycznych wynikéw, poniewaz system réwnoleglty pracowatby z parametra-
mi zaleznymi od konkretnej wartodci wektora losowego X (w) = (X1 (w), X2(w), ..., Xp(w)). Nie
jest to jedyny mankament tego podejécia — dodatkowo rozktady zmiennych X;omega sa nie-
znane, a same zmienne z pewnoscig nie sa niezalezne?. Ewentualnie mozliwe jest wyznaczenie
przypadku teoretycznie najgorszego i najlepszego.

2 Analiza

Dokonamy teraz okreslenia zaleznosci czasu przetwarzania systemu ,hiperkostkowego” od
ilosci danych wejsciowych mierzonej liczbg sumowanych wartosci oraz rzedu struktury systemu,
tj. liczby wymiaréw. Poczynajac od systemu jednowymiarowego pokazemy ogdlne zaleznosci
obowiazujace dla dowolnego D € N, wykorzystujac na kazdym etapie wyniki i wnioski posrednie
otrzymane na etapie rozwazania kolejnych przypadkéw.

2.1 Kostka 0D

Przypadek zerowymiarowy jest trywialny — hiperkostka zerowymiarowa jest zdegenerowana
do punktu, a zatem nieodréznialna od systemu jednoprocesorowego. Jedyne przeprowadzane
operacje nie réznia sie niczym od tych przeprowadzanych w ramach algorytmu sekwencyjnego.
Zatem

4) 19D =Ty,

par

2.2 Kostka 1D

Kostka jednowymiarowa przybiera posta¢ odcinka — przedstawiono to na rysunku 1b. Zatem
przebieg algorytmu podanego w tresci zadania bedzie nastepujacy:

1. Sumowanie liczb w kazdym z weztéw, przy czym liczba sumowan w zaleznosci od liczby
liczb w wezle n; wynosi:

(5) s(nz) _ {0 n; <2

ni—l ni>2

2. Wymiana sum czeséiowych miedzy jedynymi dostepnymi sasiednimi weztami 1 i 2 w
jedynym dostepnym wymiarze — poziomym

3. Dodawanie w kazdym z weztéw otrzymanej i wlasnej sumy czeéciowej

'z doktadnoscig +1, w przypadkach, gdy n mod p # 0
X (W) + Xo(W) + o+ Xp(w) =n
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(a) Kostka 0D (b) Kostka 1D (c) Kostka 2D (d) Kostka 3D

(e) Kostka 4D

Rys. 1: Przyktadowe realizacje d-wymiarowe]j hiperkostki — dla rozwazanych wartosci d



Kroki 2 i 3 sktadaja sie z pojedynczych operacji elementarnych trwajacych odpowiednio
Tsum 1 Teomm- Nieco precyzyjniejszego omdwienia wymaga krok pierwszy i wynikajaca z niego
synchronizacja systemu. Mianowicie punkt drugi — réwnolegte dodawanie sum czesciowych —
jest mozliwy jedynie po zakonczeniu dodawania poczatkowych n; liczb w kazdym z weztéw. W
praktyce oznacza to, ze krok drugi moze rozpoczaé sie dopiero po czasie max; s(n;)

Latwo zatem wyciggnac¢ wniosek, ze przypadek optymistyczny wystepuje, gdy liczby sa
rozdzielone réwnomiernie pomiedzy wezly a warto$é wynikajaca ze wzoru max; s(n;) jest mini-
malna. Przypadkowi pesymistycznemu odpowiadalaby oczywiscie sytuacja odwrotna — maksy-
malne s(n;) wystepujace w przypadku agregacji wszystkich liczb w jednym z weztéw. W tym
wypadku pierwszy krok bytby powieleniem wykonania algorytmu sekwencyjnego, a w kolejnych
krokach nastepowataby jedynia propagacja wyniku do wszystkich weztéw?. Dodatkowo mozli-
we jest kombinatoryczne wyznaczenie przypadku sredniego. Jednakze, jako ze jak wspomniano
wczesniej przyjeto model z rozktadem réwnomiernym, nie bedziemy zajmowaé sie przypadkami
innymi niz optymistyczny.

W przypadku réwnomiernego rozktadu jego réwnomiernosé jest rzecz jasna umowna — jak
wspomniano wczesniej. Zalezno$¢ na czas kroku pierwszego zamiast réwnania przybierze zatem

w praktyce prostsza postaé (% — co oczywiscie sprowadza sie do tego samego wyniku dla

n > 291 Podsumowujac, dla przypadku jednowymiarowego uzyskujemy zatem nastepuja
zaleznos¢:
n

6) ) = (5] = 1) Teum + Teomm + Toum

2.3 Kostka 2D

Kostka 2D to struktura o topologii pierscienia sktadajaca sie z czterech weztéw — przedsta-
wiono ja na rysunku lc. Ponownie, pierwszym wykonanym krokiem bedzie sumowanie poczat-
kowych wartosci w kazdym z weztéw i synchronizacja w momencie uzyskania sumy czesciowej
o najwiekszej liczbie sktadnikéw. Nastepnie nastapi réwnoczesna wymiana sum czesciowych w
wymiarze poziomym kostki, a wiec sumy czesciowe beda réwne odpowiednio w weztach (1,2)
oraz (3,4). Na tym etapie przetwarzania w grafie systemu mozemy wyrézni¢ dwa obszary
wedlug wartosci przechowywanych w weztach. Jesli narysujemy graf potaczen tych obszaréw
uzyskamy kostke jednowymiarows w wymiarze pionowym, z jedna liczba w obydwu weztach.
Odpowiada to sytuacji w systemie, poniewaz operacje, jakie teraz pozostaly do wykonania, to
wymiana w wymiarze pionowym oraz dodanie sum czesciowych, ktére konczy algorytm pozo-
stawiajac w kazdym z wezléw te samg wartos¢ wyniku. Jak tatwo zauwazy¢, skonstruowana
przed chwilg pionowa kostka 1D pozwala przez wykonanie algorytmu réwnolegtego dokladnie
zamodelowaé te kroki i uzyskaé¢ ten sam wynik w tym samym czasie.

Czas dziatania w tym przypadku sprowadzi sie zatem do sumy kroku pierwszego o czasie

wykonania [ﬂ Teum 1 czasu wykonania algorytmu réwnoleglego w systemie 1D dla dwdch liczb:

(1) T2D(n) = ([g] — 1) Toum + Ty (2)

3plus ewentualne obliczenia polegajace na zsumowaniu zera z propagowans suma — to juz pozostaje kwestia
implementacji algorytmu



2.4 Kostka 3D

Ogodlnie znang pod nazwa kostki strukture kostki tréjwymiarowej przedstawia w rzucie na
plaszczyzne rysunek 1d. Kostke te mozna po wykonaniu sumowania poczatkowego i wymiany w
wymiarze gleboko$cinalogicznie do kostki 2D, k zredukowaé do dwéch kostek nizszego rzedu —
a wiec w tym przypadku dwuwymiarowych z czterema liczbami kazda. Znamy zatem wszystkie
informacje konieczne do sformuowania wzoru:

) 1320 = ([5] = ) Toum + T2

2.5 Kostka 4D i przypadek ogdlny

Hiperkostke 4D, o strukturze tesseraktu, przedstawiono w rzucie na plaszczyzne na rysunku
le. Niemozno$¢ interpretacji przez ludzki wzrok wlasciwej struktury we wtasciwej ilosci wymia-
réw przedstawionego grafu czyni jeszcze bardziej oczywistym niz w poprzednich przypadkach
spostrzezenie, iz tesserakt sklada sie z dwoch szesciandéw. Postepujemy zatem analogicznie jak
poprzednio:

9) Tp2(n) = 35| Toum + T2®)

Ze wzgledu na symetrie struktur i przeksztatcen skliadania oczywistym jest juz, ze ogdlna
zaleznosé bedzie postaci rekurencyjnej:

790 (n) = ([%] — 1) Toum + T VP (2771)

Rekurencje te mozna usunaé zauwazajac, ze w kazdym przypadku trzeba wykonaé skiadanie
hiperkostki do o wymiar mniejszej, a jest to operacja odpowiadajaca wymianie sum cze$ciowych
i sumowaniu w kazdym wezle sumy wymienionej z wlasng — a wiec o stalym czasie wykonania
Teomm~+Tsum*. Pozwala to zamieni¢ kazde odwolanie rekurencyjne ta wlasnie sumag. Rekurencja
zatrzymuje sie na d = 0, zatem ilos¢ tych wywotan bedzie réwna liczbie wymiaréw. Wzér w
uproszczonej postaci bedzie miat zatem postaé

(10) Z32(m) = ([ 52| = 1) Toun + dTeomm + Tour)

co konczy rozwazania w tej sekcji i pozwala przejs¢ bezposrednio do zadanych obliczen.

4poniewaz w utamku [2%—‘ zachodzi n = 2¢



3 Rozwigzanie

Na podstawie otrzymanych zaleznoéci uzyskamy teraz wyniki liczbowe wymagane przez
zadanie.

3.1 Kostka 3D, 1000 liczb

Pierwsze polecenie dotyczy obliczen w systemie o topologii kostki tréjwymiarowej dla n =
1000 liczb. Sprowadza si¢ to do uzyskania wynikéw z réwnan 1-3. Niezbedne do tego wartosci,
poza wyznaczonym wyzej Ty, naleza do danych. Dla uproszczenia przyjmujemy Ty = 1.
Zatem najpierw uzyskujemy czas przetwarzania systemu réwnoleglego:

73D (1000) = ([%00] —1)+3-11=125—1+33 = 157

par

A nastepnie na tej podstawie obliczamy wymagane miary efektywnoéci:

Tyeq(n) 999

1) S = — 27 ~6.
(11) s T30(n) ~ 157 6.363
S 6.363
12) E=2 =222 _0.795

(12) ) 3

(13) C = pTpar — Taeqg = 8 - 157 — 999 = 257

3.2 Pordéwnanie z kostka 4D

Kolejne polecenie dotyczy wymaganego n, ktére pozwolitoby uzyskaé systemowi 4D uzyska-
nie efektywnodci co najmniej takiej samej, jak w przypadku 3D. Sprowadza si¢ to do poréwnania
i sprawdzenia, czy istnieje n’ dla ktérego zachodzi:

Tseq (n) Tseq (nl)
T3D (n) T4D (n’)

14 par < par
(14) 8 16

Mozna rozwazy¢ dwie alternatywne interpretacje nieréwnosci 14:

1. n=7n'

2. n#

3.2.1 Interpretacja 1

Odpowiada na pytanie, ktory z systemow efektywniej wykorzystuje potencjalny czas prze-
twarzania wezléw w rozwiazywaniu tego samego problemu (tych samych danych wejsciowych).
W tym wypadku nieréwnosé upraszcza si¢ do postaci

2 1
<
o2 (n) — T (n)
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Rys. 2: Wizualizacja wynikéw interpretacji 2. na plaszczyznie nxn’. Kolorem szarym oznaczono
obszar, w ktérym nieréwnosé¢ 14 jest spelniona

A nastepnie kolejno:

2730 (n) < T30 (n)

par

Uzycie funkcji sufitu uniemozliwia proste uproszczenie do 2{g +54 < g prowadzace do sprzecz-

nosci 54 < 0. Jednakze [ﬂ —x € (0,1), a zatem nawet skumulowane réznice w skali wszystkich

sktadnikéw nieréwnoéci nie sg w stanie wprowadzi¢ zmiany rzedu wielkosci odpowiedniego do
zmiany nieréwnosci w niesprzeczng.

3.2.2 Interpretacja 2

Odpowiada na pytanie, jak duzo wiekszy zbiér danych nalezy zapewni¢ w systemie 4D,
aby jego efektywno$é co najmniej doréwnata systemowi 3D. W tym wypadku konieczne jest
rozwazenie niezmienionej nieréwnosci 14. Wobec wystepowania wen dwéch niewiadomych naj-
prosciej jest wykreslié na plaszczyznie n x n’ punkty, w ktérych lewa i prawa strona sg réwne.
Wykres wykonano numerycznie w srodowisku Matlab, jest widoczny na rysunku 2. Wyzna-
czono takze wspdlczynniki regresji liniowej — wspotczynnik kierunkowy krzywej wyniost okoto
0.375. Oznacza to w praktyce, ze system czterowymiarowy osigga efektywnoéé¢ poréwnywalng
z trojwymiarowym dla zbioréw danych okoto 2.667 razy wigkszych. W szczegdlnosci oznacza
to, ze dla n = 1000 wymagane jest n’ ~ 2667. Potwierdza si¢ to w sprawdzeniu za pomoca
obliczen numerycznych — cho¢ nie sposéb tu uzyskaé precyzyjna wynikajaca z funkcji regresji
odpowiedz ze wzgledu na wystepowanie funkcji sufitu we wzorze 10.



	Wstep
	Wykaz skrótów i oznaczen
	Załozenia

	Analiza
	Kostka 0D
	Kostka 1D
	Kostka 2D
	Kostka 3D
	Kostka 4D i przypadek ogólny

	Rozwiazanie
	Kostka 3D, 1000 liczb
	Porównanie z kostka 4D
	Interpretacja 1
	Interpretacja 2



