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1 Wstep

Przypomnimy na poczatek tres¢ zadania ze strony WWW.

Mamy dany zbiér punktow na plaszczyznie, o wspolrzednych bedacych licz-
bami naturalnymi. Nalezy znalezé¢ taki cykl prosty obejmujacy wszystkie
punkty, ze wielokat zdefiniowany przez ten cykl jest prosty i posiada mi-
nimalng mozliwa powierzchnie.

Wielokat jest prosty jezeli jedynymi punktami wspolnymi jego dwdch bokdw
sg wierzchotki bokdéw sasiednich. Cykl jest prosty jesli nie odwiedza zadnego
wierzchotka wiecej niz raz. Dopuszcza sie zastosowanie pewnego przyblizenia
przy obliczaniu powierzchni wielokata.

Rozwazania wstepne obejmowaly odpowiednie zdefiniowanie problemu. Zauwazmy,
ze cykl jest jednoznacznie wyznaczony pewna permutacja wierzcholtkéw (nalezy przy
tym zauwazy¢, ze nie dla kazdej permutacji bedziemy w stanie wyznaczyé koszt (po-
wierzchnig), poniewaz niektére z nich nie tworza wielokatéw). Uzyskujemy dzieki temu
natychmiastowe wyobrazenie idei algorytmu typu ,brute force” oraz jego zlozonosci.

2 Zagadnienia pomocnicze

Zanim przejdziemy do opisu ,sedna” projektu, tj. algorytméw znajdowania wielokgta o
polu najmniejszym, nalezy oméwié niezbedne przy ich implementacji kwestie pomocni-
cze. Czas po$wiecony na ich implementacje (réwniez opracowanie w niektérych przypad-
kach) stanowil istotna cze$é poswieconego ogdlnie projektowi.

2.1 Generacja instancji

Instancje uzywane do testéw metod rozwigzania sg tworzone przy pomocy prostego ge-
neratora sparametryzowanego wg rozmiaru instancji i rozrzutu punktéw (maksymalnych



wystepujacych w instancji liczb). Do generowania sekwencji pseudolosowych wykorzysty-
wana jest funkcja generujaca liczby o orzkladzie réwnomiernym z przedziatu jfrom, to)
UniformFromTo(double from, double to) z napisanej przez nas biblioteki pomocni-
czej (zawierajacej takze inne popularne rozklady, takie jak normalny czy wykladniczy).
Wyniki sg rzutowane na liczby catkowite i zabezpieczane przed powtarzaniem lokalizacji
punktéw. Z kolei rozktad normalny jest wykorzystywany w drugiej metodzie generowa-
nia instancji, polegajacej na losowaniu wspoétrzednych biegunowych dla punktu. W tym
przypadku kat ma rozktad Gaussa. Proporcje migdzy punktami generowanymi jednym i
drugim generatorem s regulowane ostatnim z parametréw generatora.

2.2 Badanie bycia wielokatem

Zauwazmy, ze gdy cho¢ konkretna permutacja punktéw nie musi tworzy¢ wielokata (za-
kladam, ze taczymy kolejne punkty, a nastepnie pierwszy z ostatnim), to nie pozostawia
zadnego punktu niepolaczonego, kazdy stanowi tez poczatek dwéch odcinkéw (lub pocza-
tek 1 koniec zaleznie od konwencji). Otrzymujemy zatem petle, a jedynym zagrozeniem
jest mozliwo$¢ przecinania sie¢ odcinkéw. W przeciwnym wypadku tworza zamknieta
krzywa regularna, co jest przez nas pozadane.

Kazdy odcinek reprezentowany jest przez klase odcinek, ktorej konstruktor otrzy-
muje jako parametry dwa obiekty klasy punkt. Wspomniane uczynione sa klasycznie
za wyjatkiem dodatkowego, publicznego pola nr zawierajacego unikalny numer punktu
wyprodukowanego przez generator. Potrzeba stworzenia takiego pola oméwiona zostanie
pézniej. Przy pomocy przecigzonego operatora

bool odcinek: :operator==(odcinek & odc);

dokonuje sie sprawdzenia faktu przecinania sie dwéch odcinkéw (wartosé true w przy-
padku odpowiedzi pozytywnej). Algorytm dziala w nastepujacy sposéb:

1. Obliczenie wspotczynnika kierunkowego i wyrazu wolnego prostej, ktérej dany od-
cinek jest fragmentem. Przy zadaniu tym wykorzystywany jest punkt poczatkowy
i koncowy odcinka oraz uktad réwnan liniowych. Jezeli prosta zawierajaca dany
odcinek jest pionowa, informacja o tym réwniez zapisywana jest w klasie odcinek.

2. Operator za pomocg kolejnego uktadu réwnan wyznacza punkt przeciecia sie pro-
stych zawierajacych odcinki, oddzielnie obstugujac przypadek rownolegtych. Nale-
zy przy tym uwzgledni¢ mozliwosé, iz jedna z prostych (lub obie) sa pionowe.

3. Sprawdzane jest, czy punkt przeciecia zawiera sie¢ w obu odcinkach. Dozwolonym
wyjatkiem od tego jest ewentualno$é, iz punktem wspdlnym jest koniec jednego i
poczatek innego odcinka. Jezeli odcinki naleza do tej samej prostej, mamy nieskon-
czenie wiele punktéw do wyboru. W tym przypadku rzutujemy na o§ X punkty
poczatkowe i konicowe odcinkéw, a po ich posortowaniu stwierdzamy ewentualne
nachodzenie.



Ponadto nalezy wspomnieé, iz wszelkie powyzsze obliczenia wykonywane sg na licz-
bach wymiernych w celu uzyskania odpowiedniej doktadnosci (przeciwdziata to mozliwo-
$ciom uznania prostych o jedynie podobnych wspétczynnikach kierunkowych za réwno-
legle). Klasa zawiera zaimplementowane wszystkie potrzebne operatory. Poniewaz przy
operacjach zwiazanych z liczbami wymiernymi dosy¢ czesto dochodzi do ich rozszerzenia,
po kazdej operacji wykonywane jest podzielenie licznika i mianownika przez (najwiekszy
wspoélny) dzielnik wyznaczany przy pomocy algortymu Euklidesa. Zastosowanie wyzej
wymienionej klasy spowalnia wprawdzie wszelkie obliczenia dotyczace odcinkéw, zapew-
nia jednak odpowiednia doktadnosé.

Wielokaty wygodnie jest przechowywaé w stworzonej do tego celu klasie wielokat.
7 istotniejszych metod warto wymieni¢

bool czyWielokat();
bool czyWielokat2(odcinek & opl, odcinek & op2);

, ktore za pomoca wyzej wymienionego operatora testuja w danym wielokacie odcinki
w ukladzie ,kazdy z kazdym”. Ponadto druga z nich podaje pare odcinkéw, na ktérych
wykryla pierwsze przeciecie (dalsze nie sg w tej sytuacji poszukiwane).

2.3 Pomiar pola

Pomiar pola jest réwniez istotna sktadowa projektu. W naszym wykonaniu pomiar zostal
wykoanany metoda rekurencyjnej triangulacji otrzymanego wielokata, realizowanej przez
podzial wielokata przekatnymi. Powrét z rekurencji nastepowalte oczywiscie po odkryciu
wielokata sktadowego, ktéry nie ma przekatnej, czyli trojkata. Suma takich sktadowych
pozwala obliczy¢ pole.

Warto wspomnie¢ o ciekawej wlasnosci badanych wielokatéw, ktora pozwolita na
dokladne (bez zaokraglen) liczenie pola na liczbach catkowitych. Otéz podwojone po-
le wielokata o wspétrzednych naturalnych zawsze bedzie liczba naturalng. Wynika to
wprost z triangulacji: pole wielokata jest suma trojkatéw sktadowych, zas pole kazdego z
tych trojkatéw jest potows pola prostokata opartego o podstawe i wysokosé tréjkata. Pole
takiego prostokata, jak mozna zauwazy¢, zawsze bedzie liczba catkowita, a zatem suma
ich bedzie takze catkowita. Suma ta réwna jest wlasnie podwojonemu polu badanego
wielokata.

Metoda nie gwarantuje dokladnego pomiaru w przypadku wielokatéw, ktore nie sg
proste, jednak badania wskazuja, iz nieraz sie¢ to udaje. Kwestia ta tak czy inaczej nie
ma znaczenia, bowiem kazdy generowany wielokat jest weryfikowany pod katem bycia
prawidtowym wielokatem prostym.

2.4 Pomiar czasu

Na koniec warto wspomnieé o sposobie pomiaru czasu. Systemem operacyjnym, w jakim
testowaliSmy algorytmy, byl Windows Vista. Zgodnie z informacjami, jakie udalo sie
nam uzyskaé, najdokladniejsza metodag pomiaru czasu jest uzycie funkcji pochodzacych z
API Windows: QueryPerformanceFrequency oraz QueryPerformanceCounter. Aby zmi-



nimalizowaé¢ fluktuacje spowodowane innymi watkami, jakie mégt wykonywaé w tym
czasie procesor, przydzieliliSmy naszemu programowi priorytet czasu rzeczywistego.

3 Rozwigzanie problemu

W ogdélnosci problem rozwiazywany jest nastepujaco:

1. Punkty wejéciowe sg sortowane wedlug wspoélrzednych biegunowych, wprost two-
rzac startowy wielokat.

2. Krotkie, a nastepnie stopniowo coraz dluzsze wycinki cyklu sa poddawane mody-
fikacji kolejnosci taczenia punktéw

3. Przeszukiwanie wycinkéw plynnie przechodzi w permutacje wszystkich wierzchot-
kéw

3.1 Metoda biegunowa

Najpierw wyliczany jest Srodek ciezkosci uktadu punktéw, ktory nastepnie przyjmowany
jest jako srodek biegunowego uktadu wspélrzednych. Nastepnie wspolrzedne kartezjan-
skie punktow przeliczane sg na ten nowy uktad, po czym sortowane wedtug wspotrzedne;j
katowej, a w drugiej kolejnosci (w przypadku arbitrazu) rosnaco wedlug odlegtosci od
srodka ciezkosci. W dalszej kolejnoéci punkty sa taczone w kolejnosci uzyskanej przez sor-
towanie. To pierwsze przyblizenie, jakkolwiek jest to jedynie metoda wstepna, a jakosé
uzyskanych rozwiazan ma charakter losowy przy zastosowanych réznorodnych instan-
cjach.

3.2 Metoda progresywna

Gléwna metoda rozwigzania opiera si¢ na nastepujacej obserwacji: skoro mozliwe jest
uzyskanie optymalnego rozwigzania w czasie O(n!) poprzez sprawdzenie wszystkich moz-
liwych poprawnych wielokatéw, mozliwe jest przyblizenie tego rozwigzania poprzez spraw-
dzenie wszystkich mozliwych przebiegéw pewnego odpowiedniej wielkosci (wyrazonej w
liczbie punktéw m < n) wycinka dowolnego istniejacego poprawnego wielokata. Jed-
noczeénie, im wiecej wycinkéw w ten sposéb ,permutujemy” , tym wieksze sa szanse
dobrego przyblizenia optymalnego rozwigzania. Jednoczesnie wraz ze spadkiem wartosci
m maleje ztozono$é obliczeniowa. Wniosek z powyzszego jest taki, ze stosujac te metode
»progresywnie” od bezwzglednie matych m do bliskich wielkosSci instancji mozna uzyskaé
stopniowe przyblizanie optymalnego rozwiazania, kolejno wyczerpujac na kazdym etapie
wszystkie mozliwe wycinki o danej dhugo$ci. Summa summarum pozwala to przyspie-
szy¢ uzyskiwanie ,,dobrych” rozwigzan, jednakze kosztem wydluzenia catkowitego czasu
dziatania metody. Czas z zalozenia musi by¢ dtuzszy, poniewaz tak czy inaczej na kon-
cu rozwigzywany jest pelen ,bruteforce”, ktory ponownie przeglada takze rozwigzania
wczesniej juz uzyskane.



3.3 Przeszukiwanie wyczerpujace

Jak wspomniano, metoda progresywna konczy sie wywolaniem dla wycinka o dlugosci
rownej wielkodci instacji, zarazem wywolujac pelne wyczerpujace poszukiwanie rozwia-
zania. Dosy¢ oczywistg implementacja metody przeszukiwania doktadnego, jaka nasuwa
sie po zauwazeniu faktu, iz wszystkie wielokaty sa okre$lone jednoznacznie przez pewne
permutacje ciagu punktéw, jest przetestowanie wszystkich takich obiektéw kombinato-
rycznych. Z uwagi na tatwosé samej implementacji (kolejne permutacje generowali$my
przy pomocy biblioteki STL) na poczatku zdecydowali$my sie na jej zastosowanie.

Zgodnie z przewidywaniami metoda okazala sie niezwykle powolna. Dos¢ zauwazy¢,
ze choé z trzech punktow utworzyé mozna tylko jeden trojkat, otrzymamy dlan az 6
réznych permutacji. Dla wiekszych wielokatéw liczba ta odpowiednio roénie. Byloby
ponadto wskazanym, aby przy stwierdzeniu, iz dane dwa odcinki przecinaja sie, odrzucié
wszystkich kandydatéw na wielokatéw te odcinki zawierajacych.

W celu pozbycia sie wyzej wymienionych wad zdecydowaliSmy si¢ na zmiane metody
na rekurencyjna. Ta buduje wielokat dotaczajac kolejne punkty, a Scislej:

1. Dotacza do wielokata nowy punkt (podany w parametrze jej wywolania), co tworzy
w nim nowy odcinek.

2. Nowo dotaczony odcinek badany jest na mozliwos¢ przecinania ze wszystkimi juz w
danym wielokacie istniejacymi. W przypadku wykrycia przeciecia metoda konczy
prace, a przez to odrzuca wszystkie wielokaty zawierajace juz utworzony zestaw
odcinkow.

3. Jezeli dotaczony punkt jest ostatnim, jaki mozna bylo dodaé, jego pojawienie sie
powoduje utworzenie dwéch odcinkéw. W tym miejscu drugi z nich badany jest na
przeciecia z pozostalymi.

4. W przeciwnym wypadku metoda oznacza dany punkt jako wykorzystany i wywo-
huje sie rekurencyjnie dla jeszcze niewykorzystanych punktow.

5. W przypadku, gdy uda si¢ pomy$lnie zamkna¢ wielokat, mierzone jest jego pole, a
gdy okaze sie mniejsze od najmniejszego dotychczas odnotowanego, wielokat i jego
pole jest zapisywany.

Ponadto pierwsze wywotanie metody jako kandydata wybiera zawsze jeden z punk-
tow, nie testujac pozostalych. W naszej implementacji jest to zawsze pierwszy punkt
stworzony przez generator. Dzieki temu n-krotnie zmniejszamy ilo$¢ przeszukiwan, nie
tracimy natomiast zadnych pozadanych instancji, bowiem na ksztalt (i pole) wielokata
nie ma wplywu wybér punktu poczatkowego.

Dzieki wyzej wymienionym operacjom uzyskaliSmy znaczne przyspieszenie dziatania
programu, ostatecznie zaimplementowalidémy jeszcze jedng optymalizacje w algorytmie
doktadnym. Otéz warto zauwazy¢, iz skoro w zagadnieniu mamy n punktéw, odcinek
jest jednoznacznie wyznaczony przez 2 z nich, natomiast ich para przez cztery, to liczba
wszystkich mozliwych testéw przecie¢ moze rosnaé co najwyzej jak O(n*). Uznali$my,



ze wobec tego warto wprowadzi¢ buforowanie operacji badania przecieé, tj. wyniki testu
zapamietywaé i korzysta¢ z nich w pdzniejszych testach. W obliczu faktéw opisanych
juz wyzej (wiele przypadkow, wykorzystanie liczb wymiernych) dalo to kolejne znaczne
zwiekszenie wydajnosci algorytmu doktadnego. Wymaga to wprawdzie tablicy o rozmia-
rze n? stéw, co jednak przy iloéci pamieci, w jaka wyposazone sg wspolczesne komputery
i rozmiarach instancji, dla jakich uzycie tego algorytmu w ogdle ma sens, nie wydaje
sie problemem. Godnym uwagi jest fakt poprawienia wydajnosci przy uzyciu tej wia-
$nie drogi, gdzie na ogoét wiekszos¢ wysitkow skupia sie na lepszym wykorzystaniu czasu
procesora.

Na koniec warto wspomnie¢, iz ostateczna wersja algorytmu dla trzynastokatow oka-
zala sie o okoto 5 rzeddéw wielkosci szybsza od pierwotnej, co jest znakomitym wynikiem.

4 Pomiary

Pomiaréow dokonano w zakresie rozmiaru instancji od 5 do 14. Gérna granice wybrano ze
wzgledu na granice uciazliwosci sumarycznego czasu testowania. Dla kazdego rozmiaru
instancji wykonano 30 iteracji kazdej z metod (wstepna — ,biegunowa”, wyczerpujaca,
wyczerpujaca z progresywnym startem). Zgodnie z intuicyjnymi przewidywaniami okaza-
lo sie, ze dla poszukiwania wyczerpujacego metoda z dotaczona progresywna heurystyka
okazala sie wolniejsza od czystej wyczerpujace;j.
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Wstepne przetwarzanie, ze wzgledu na swoja liniowa ztozonosé, okazato sie oczywiscie
wirtualnym liderem pomiaru czasu. By lepiej uwidoczni¢ réznice pomiedzy pomiarami,



wykonano wykres w skali logarytmiczne;j.
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Oczywiscie, jak juz wspominano, kosztem skrdconego czasu przetwarzania jest doktad-
nosé. O ile dla trywialnych dla dzisiejszych systemdéw rozmiaréw instancji metoda bie-
gunowa daje efekty, ktére mozna uznaé za akceptowalne, to wraz ze wzrostem ilosci
okrazanych punktow skuteczno$é znacznie maleje.
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Nie sposéb zbadaé¢ pod tym katem algorytmu heurystyczno-wyczerpujacego, ponie-
waz tak czy inaczej konczy sie on znalezieniem optymalnego pola. W tym przypadku
konieczna byta analiza danych pochodzacych z posrednich wynikéw. Usredniony z 15
iteracji przebieg docierania do optymalnego rozwiazania (liczby na osi pionowej ozna-
czaja jego wielokrotnosci) prezentuje sie nastepujaco:
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Jak widaé, zgodnie z zalozeniami w poczatkowej fazie dziatania algorytmu pole szyb-
ko dazy do optymalnego, zas wraz z uplywem czasu zmiany stajg sie¢ coraz wolniejsze.



5 Podsumowanie

Zadanie nalezato do jednych z najciekawszych problemoéw, z jakimi spotkaliSmy sie pod-
czas naszej akademickiej kariery. Gtéwna tego przyczyna byl fakt, iz analizowano problem
niesztampowy, nalezalo rowniez opracowaé wilasne rozwiazanie. Po rozwazaniach nad
ideami algorytméw i dlugiej pracy implementacyjnej (oraz rownie waznej i niekrétszej
testowej) powstato ponad 3000 linii kodu. Ow zorganizowany jest w sposéb obiektowy,
co znaczaco zwieksza jego czytelnosé i umozliwia tatwe wykorzystanie fragmentéw roz-
wigzania przy innych problemach. Latwo bowiem zauwazyé, ze zagadnienia takie jak
liczby wymierne z duza doza prawdopodobienstwa znajda zastosowanie w wielu projek-
tach informatycznych — ostatecznie tego typu uniwersalne klasy przeniesione zostaly do
biblioteki szprotka.

Nalezy takze nadmienié, iz dla algorytmu rozwiazujacy te klase probleméw niezwykle
ciezko znalezé praktyczne zastosowanie. W praktyce powstajace wielokaty maja tak wy-
myslne ksztalty, ze ciezko okredli¢ jakiekolwiek ich zastosowanie. Ewentualnie dla bardzo
specyficznych instancji algorytm moze znalezé zastosowanie przy minimalizacji kosztu
zwigzanego na przyklad z zakupem ziemi ze wzgledu na pewne okreslone lokalizacje roz-
rzucone po okolicy badZ prowadzeniem robét ziemnych (minimalizacja pracy wykonane;
przez koparke). W ostatecznos$ci wynik programu mozna wykorzystaé jako sympatyczna
tapete na pulpit.



