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1 Wstep

Zadanie czwarte polega na wyszukiwaniu cykli Hamiltona i Eulera w danym grafie.
Pierwszy z wymienionych to cykl przechodzacy przez wszystkie wierzchotki dokladnie
jeden raz, natomiast drugi przechodzi rzeczony jeden raz przez wszystkie krawedzie.

Jako strukture, w ktorej przechowujemy graf, zdecydowaliSmy sie wybrac liste nastepnikow,
poniewaz pozwala ona na tatwe przechodzenie do kolejnych wierzchotkéw potaczonych
krawedzia z danym. Ponadto jest to latwa w implementacji i intuicyjna w przypadku
tego typu problemu struktura.

2 Pomiary

2.1 Generacja graféow

Oczywidcie podstawowym zadaniem, ktére stalo przed programem jeszcze przed wlasciwa
jego czescig byla generacja graféw, ktore zawieraja cykl Eulera i Hamiltona oraz spelniaja
dodatkowy warunek podany w zadaniu, tj. cechuja sie czterdziesto lub siedemdziesie-
cioprocentowym wypelnieniem. W przypadku cyklu Eulera sprawe utatwia ponizsze
twierdzenie:

Twierdzenie 2.1 Dany graf V zawiera cykl Eulera wtedy i tylko wtedy, gdy jest on
spojny i kazdy jego wierzcholek ma stopieri parzysty. Jezeli graf ten jest skierowany,
liczba krawedzi wchodzgcych i wychodzgeych w kazdym wierzchotku musi byé rowna.

Wykorzystamy je w ponizszej metodzie generacji grafu. Wezmy zbior wierzchotkéw
pewnego grafu (na razie bez krawedzi) i polaczmy je ,petla”, tj. z ustawiamy je w
jakim$ porzadku, nastepnie taczymy dany z nastepnym, a ostatni w tym porzadku z
pierwszym. Wéwczas otrzymujemy graf, ktory zawiera cykl Hamiltona (wspomniana
petla) oraz Eulera (kazdy wierzcholek ma stopien parzysty). Nalezy teraz tak doktadaé
krawedzie, aby uzyskaé¢ zadane wypelnienie i jednoczesnie zachowaé parzysty stopien
kazdego wierzchotka. W tym celu wybierzmy dowolny wierzchotek z grafu i potaczmy go



z innym losowo wybranym. Ten z kolei nastepnym i tak dalej, a gdy bedziemy w poblizu
wymaganego wypelnienia, laczymy ostatnio wybrany z pierwszym. Jezeli polaczenie
takie juz istnieje, szukamy wierzcholka nie potaczonego jeszcze z poczatkowym ani
koncowym 1i realizujemy potaczenie poérednio przez niego. W bardzo pesymistycznym
przypadku moze sie zdarzy¢, ze znalezienie wierzchotka posredniczacego nie bedzie mozliwe.
W czasie naszych testow nie spotkaliémy sie jednak z takim przypadkiem. Otrzymany
ostatecznie graf zawiera oba cykle.

2.2 Wyszukiwanie cyklu Eulera

Algorytm stosowany w tym przypadku jest lekko zmodyfikowanym algorytmem DFS.
Zaczynamy od dowolnie wybranego wierzchotka. Wiemy, iz graf jest spéjny i zawiera
zadany cykl. Krawedz, ktéra dostaniemy sie do danego wierzchotka, usuwamy. Kazdy
odwiedzony wierzcholek odktadamy na stos. Gdy nie bedziemy mogli juz ruszy¢ sie z
miejsca (znajdziemy sie w wierzcholku izolowanym), kohczymy wykonywanie procedury
DFS. Nastepnie zdejmujemy ze stosu wierzchotki — kolejne tworzg cykl.

Z1ozonoéé powyzszego algorytmu wynosi O(m) ~ O(n?), problem znalezienia cyklu
Eulera nalezy zatem do klasy probleméw wielomianowych.

Ponizsze wykresy (i tabela) zawieraja dane na temat wydajnosci algorytmu przy
réznych wypelnieniach:
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4 Cykl Eulera, 70%
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Odchylenia wynikéw w probie przedstawiaja sie:

Dane Odchylenie wzgledne [%]
Wypelnienie 40% 0,45 40,0008
Wypelnienie 70% 0,83+0,14

2.3 Wyszukiwanie cyklu Hamiltona

W tym przypadku zastosowano tzw. algorytm z powracaniem. Rozpoczynamy klasycznie

od dowolnie wybranego wierzchotka. Przechodzimy nastepnie do dowolnego potaczonego

z nim wierzchotka i czynimy tak, az napotkamy na cykl. Wéwczas sprawdzamy jego
dhugosé. Jezeli wynosi ona n, odwiedziliémy wszystkie wierzchotki i praca skonczona. W
przeciwnym wypadku powracamy do ostatniego wierzchotka, ktéry ma jeszcze nieodwiedzone
krawedzie i szukamy kolejnego cyklu. Jezeli w pewnym momencie powrdt nie bedzie
mozliwy, oznacza to, iz graf nie zawiera cyklu Hamiltona. Z uwagi na wybor krawedzi
zlozonosé takiego algorytmu (pesymistyczna) wynosi az O(n!). W ogdélnosci problem
poszukiwania cyklu Hamiltona nalezy do klasy probleméw NP-zupelnych.

Ponizej znajduja si¢ wyniki dla przeprowadzonych praktycznie poszukiwan. Okazuje
sie, ze pomimo wykladniczej ztozonosci pesymistycznej bardzo czesto zdarzaja si¢ przypadki
szybkiego wyszukiwania. Dla wypelnienia 40% jedynie raz na kilka poszukiwan zlozonosé
wykraczala poza liniowg, natomiast w przypadku 70% — nie udalo sie¢ zaobserwowaé
takiego przypadku ani razu! Podstawowym wnioskiem plynacym z tych obserwacji jest
fakt, iz nie sposéb miarodajnie okresli¢ Sredniej ztozonosci algorytmu w funkcji rozmiaru
instancji, poniewaz w poszczegblnych instancjach tego samego rozmiaru rozbieznosé



wynikéw potrafi siegaé wielu rzedéw wielkosci. Dla przyktadu, fragment zestawu préb
przeprowadzonych dla graféw o rozmiarze 3500 wierzchotkdw:

139.621
17.7591
1254 .32
6671.63
21.6171
915.076
15.7578
15.8424

Wspomniane réznice sa wyrazne. Nalezy ponadto uczciwie odnotowad, ze kilka razy
podczas procedury testowej (w sumie 200 zaplanowanych pomiaréw) trzeba bylo przerywaé
przetwarzanie ze wzgledu na przedluzajace sie przetwarzanie jednego grafu, po czasie
rzedu 10 minut.

Jak wspomniano, dla graféw o duzym wypelnieniu wtasciwie w catoéci wystepowata
ztozonos¢ bliska optymistycznej. Mozna zaobserwowad bliski liniowemu wykres odpowiadajacy
samym niemalze instancjom o optymistycznej ztozonosci:
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Nie mozna tego powiedzie¢ o gorzej wypelnionych grafach. Juz przy badanych 40%
ocena ztozonoéci sredniej na podstawie wykresu uéredniajacego 20 préb na punkt pomiarowy
okazuje si¢ niemozliwa:
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Odchylenia wynikéw w prébie przedstawiaja sie:

Dane Odchylenie wzgledne [%]
Wypelnienie 40% 3,15 4+ 0,062
Wypelnienie 70% 279 + 21

Wypelnienie 70 -3 najwyzsze% 77+ 16




Widaé wyraznie, jak ogromny wplyw maja te skrajne wartosci na ksztalt krzywej
bedacej wynikiem pomiaru, gdy wykreslimy alternatywna krzywa, przy konstrukcji ktorej
pominieto 3 najdtuzej trwajace proby w kazdym punkcie:
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