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1 Wstep

W nowym zadaniu poréwnywano efektywnosé kilku operacji na dwdch réznie zorga-
nizowanych strukturach danych, jakimi byly drzewo AVL oraz lista uporzadkowana.
Algorytmy wykonujace operacje oczywidcie wykorzystywaly wlasciwosci tych struktur
danych (np. uporzadkowanie) w celu maksymalizacji wspomnianej efektywnosci.

Poréwnywanymi operacjami byly najczedciej wykonywane na strukturach danych
operacje, tj. wstawianie, usuwanie, wyszukiwanie elementu zawierajacego zadany klucz
oraz dodatkowo operacje przetwarzania kazdego elementu (symulowana poprzez zwiek-
szenie klucza o 1). Operacje wykonywane byly w tych samych warunkach pomiarowych
i w tej samej kolejnosci dla kazdej ze struktur. To ostatnie bylto konieczne ze wzgledu na
fakt, iz niektore operacje (wstawianie, usuwanie) modyfikowaly rozmiar struktury, tak
wiec gdyby ustawi¢ je w w réznej kolejnosci dla drzewa i listy, wzgledny stosunek czaséw
dla poszczegdlnych operacji mégltby zostaé¢ zafalszowany.

2 Pomiary

2.1 Tworzenie struktury

Dla obu struktur zastosowano oczywiscie te sama procedure. Byta ona nastepujaca: na
poczatku tworzony byl ciag liczb o dlugosci n, gdzie n oznacza rozmiar tablicy (od-
zwierciedlony pdzniej na wykresie). Byl to ciag rosnacy, na ktérego pierwszej pozycji
stala jedynka, natomiast na k-tej znajdowala sie liczba wigksza o 1 lub 2 (wybdr do-
konywany byl w sposéb losowy) od liczby znajdujacej sie na pozycji k — 1. Na koniec
cigg permutowano w sposob losowy. Tak przygotowane dane umieszczane byty na liscie
oraz drzewie. Pomiary przeprowadzono dla wartosci n od 1000 do 30000 z krokiem 1000.
Wyniki prezentuja sie nastepujaco:
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Rozmiar tablicy x1a*

Odchylenia wynikéw w probie przedstawiaja sie:

Dane Odchylenie wzgledne [%]
Lista jednokierunkowa 0,94+ 0.06
Drzewo AVL 2,07+£0,18

Latwo zaobserwowaé znaczng przewage drzewa AVL nad lista. Poniewaz pesymistycz-
na ztozono$¢ poszukiwania wilasciwego miejsca do wstawienia na liscie jest O(k), gdzie
k oznacza rozmiar listy, za$ samych operacji wstawienia mamy n, to zaktadajac dosta-
wianie zawsze na koncu listy (pesymistyczny przypadek) otrzymamy zlozonosé O(n?).
Dla drzewa natomiast pesymistyczna zlozono$¢é wstawienia elementu wynosi O(logak) i
podobnie mamy n operacji wstawienia, stad ostatecznie pesymistyczna ztozonosé wynosi
O(nlogan). Z kolei ztozonosci przypadku oczekiwanego sa takie same, poniewaz wieksza
ich szybko$¢ zachowywana jest w stalej. Teoria ma swoje odzwierciedlenie na wykresie.

2.2 Wyszukiwanie

Procedura byta nastepujaca. Na poczatku generowano ciag 1 liczb losowych z zakresu
od 0 do 2n (mogly sie powtarza¢). Nastepnie wykonywano wyszukiwanie. Procedura
wyszukiwania dla listy napisana zostalta rekurencyjnie. Jak pokazaly testy, wersja ta nie
byta wolniejsza od iteracyjnej, o ile tylko wszystkie parametry przekazywano przez refe-
rencje. Zastosowano optymalny algorytm wyszukiwania, tj. operacja zostaje przerwana,
gdy osiagniete elementy maja wartosci wieksze niz poszukiwany. Oto wykres:
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Odchylenia wynikéw w probie przedstawiaja sie:

Dane Odchylenie wzgledne [%]
Lista jednokierunkowa 2,6+0,33
Drzewo AVL 2,88 +0,14

Zlozonoéci obu operacji sa takie same jak poprzednio, poniewaz choé pracujemy na
wigkszym (w stosunku do ilosci elementéw wstawianych) zbiorze danych, jednak fakt ten
ukrywa sie w stalej.

2.3 Wstawianie

Procedura wstawiania byta analogiczna do wyszukiwania, tj. umieszczano w strukturze
15 elementéw zorganizowanych tak jak poprzednio. Algorytm dla listy byl podobny
do wyszukiwania za wyjatkiem operacji wykonywanej na konicu. Dla drzewa réwniez
postepowano w ten sposob, za wyjatkiem tego, ze po wstawieniu wlasciwym nastepowato

wywazenie. Wykres przedstawia sie nastepujaco:
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Odchylenia wynikéw w probie przedstawiaja sie:

Dane Odchylenie wzgledne [%]
Lista jednokierunkowa 1,96 + 0,22
Drzewo AVL 14,1 £2,5

Warto jednak nadmienié, ze koszt operacji wywazania w tym przypadku jest staly,
tj. dla pojedynczej operacji wstawiania moze si¢ wykona¢ co najwyzej jedna operacja
rownowazenia wezla.

2.4 Usuwanie

Ponownie mamy do czynienia z operacja podobng do poprzedniej — zaréwno pod wzgle-
dem metodologii testu jak i algorytmicznym.

Wywazenie drzewa moze by¢ kosztowna operacja, stad nalezy ja uwzglednié¢ przy
obliczaniu ztozonosci. Ta dla samej operacji wywazania w przypadku pesymistycznym
wynosi O(logan), taka sama jest w przypadku oczekiwanym, stad ztozonosé calej operacji
n usunieé nie zmienia si¢, poniewaz do pierwotnej ztozonosci usuwania bez rownowazenia
O(nlogan) dodajemy kolejne O(logan) wynikajace z operacji réwnowazenia, a wiec w
sumie wynosi ona nadal O(nlogan).
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Odchylenia wynikéw w probie przedstawiaja sie:

Dane Odchylenie wzgledne [%]
Lista jednokierunkowa 2,344+0,21
Drzewo AVL 2,44+0,18

2.5 Przegladanie

Jest to jedyny przypadek, w ktérym lista okazuje sie szybsza od drzewa AVL, co widaé
na ponizszym wykresie:
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Odchylenia wynikéw w probie przedstawiaja sie:

Dane Odchylenie wzgledne [%]
Lista jednokierunkowa 5,24+0,7
Drzewo AVL 7,94+0,9

Oczywiscie ztozonosé operacji przeglaania jest istotnie odmiennym zagadnieniem niz
dotad analizowane. Na wstepie nalezy zaznaczy¢, ze podstawowsq réznica jest jednokrotne
wykonanie tej operacji (choé¢ oczywiscie na wszystkich elementach) w przeciwienstwie do
wezesniejszych {5 badZ n powtérzen. Poniewaz na lidcie po prostu odwiedzamy kazdy
element poczawszy od glowy az do ogona i dla kazdego wykonujemy te sama operacje,
zlozonosé jest postaci O(n). Doskonale obrazuje to drugi wykres, na ktérym miast skali
logarytmicznej obraliémy liniowa — krzywa z duza doktadnoScig przybliza prosta.
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Ztozono$¢ operacji przegladania wszystkich elementéw w przypadku drzewa pozornie
jest identyczna jak w przypadku listy, jednak pomimo wykonywania tej samej operacji na
tej samej liczbie elementow czas wykonania jest widocznie dtuzszy. Wynika to z réznicy
w metodzie poruszania si¢ pomiedzy kolejnymi elementami struktury. W przypadku
listy jest to proste liniowe przechodzenie pomiedzy kolejnymi weztami, podczas gdy w
przypadku drzewa dla kazdego wezla wywolywana jest dwukrotnie funkcja rekurencyjna
przechodzaca do lewego i prawego poddrzewa.

Réznica czasu przegladania bylaby mniej widoczna, gdyby w czasie przetwarzania
kazdego wezta byta wykonywana bardziej skomplikowana operacja. W takim przypadku
ztozonosé calosciowa przegladania z przetwarzaniem w wiekszej czesci zalezataby od ope-
racji jednostkowej w kazdym z wezléw, zas mniejsze znaczenie miataby uzyta struktura
danych.

3 Uwagi ogoblne

Warto odpowiedzie¢ sobie na kilka zasadniczych pytan dotyczacych drzew i list. Roz-
pocznijmy od analizy wysokoSci drzewa AVL. Miejmy na uwadze zastosowane kryteria
réwnowazenia, tj. dozwolong réznice wysokosci poddrzew réwna 1. Dla ulatwienia roz-
wazan rozpatrzymy na poczatek przypadek drzewa pelnego o wysokosci k. Zawiera ono:

n=1+42+224234. . . 42F1=9F_1

elementéw. Daje to k = logy(n + 1). Teraz jednak nalezy mieé¢ na uwadze, ze jezeli
dotozy¢ do tego drzewa jeden element, to wysoko$é wzrosnie o 1. Zatem nasz wzdr warto



uzupekié o sufit. Ponadto bez naruszania kryterium réwnowaznosci mozemy dokonaé
przestawienia jednego z lisci, czyniac zen syna innego licia. Wowczas rosnie wysokosé,
co sugeruje aby nasz wzér powigkszy¢ o 1, co da nam gérne ograniczenie na wysokosé
drzewa. Ostatecznie:

k =1+ [logg(n+1)]

Przyszta pora na kilka stéw nt. wywazania drzew. W ogdlnosci samg, procedure sto-
sujemy w celu utrzymania drzewa w dobrej kondycji, tj. zachowania minimalnej, badz
bliskiej temu minimum (w przypadku drzew AVL maksymalnie jeden poziom powyzej
tego minimum), wysokosci. Powoduje to, iz wszelkie operacje wykonywane na takim
drzewie maja niewielka ztozono$¢, poniewaz przy kazdym wezle jesteSmy w stanie wy-
eliminowaé potowe zbioru danych z naszych poszukiwan, a maksymalna dlugosé sciezki
wyszukiwania nie wykracza poza wyznaczona wczesniej maksymalng wysokosé drzewa.

Wzgledna czestotliwo$¢ wywazania drzewa obrazuje ponizszy wykres:
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Odchylenia wynikéw w prébie przedstawiaja sie:

Dane Odchylenie wzgledne [%)]
Rownowazenia przy wstawianiu 3,7+0,4
Roéwnowazenia przy usuwaniu 6,4+0,7

Jak wida¢ na wykresie, stosunek operacji, w ktorych konieczne byto wywazanie do
ogolnej liczby operacji jest stacjonarny wzgledem wielkosci struktury. W zwiazku z tym



mozliwe bylo okreslenie ogbélnego wspdlezynnika okreslajacego ilos¢ koniecznych réwno-
wazen (przy czym réwnowazenie rozumiemy jako pojedynczy lub podwdjny obrét réw-
nowazacy pojedynczy wezel). Usrednione dla wszystkich operacji wykonanych w toku
pomiaréw wspolezynniki wyniosty odpowiednio:

Rodzaj operacji | wzgledna ilo$é réwnowazen [%)]
Wstawianie 41,7£2,5
Usuwanie 19,24+1,6

Wiyniki te nie odbiegaja istotnie od podawanych w literaturze (odpowiednio ~ 50%
oraz ~ 20%).

Na koniec sprawozdania warto wspomnieé¢ o zastosowaniach badanych struktur da-
nych. Jezeli wzia¢ pod uwage wyszukiwanie elementu o zadanym kluczu, usuwanie, czy
tez wstawianie, juz drzewo poszukiwan binarnych dysponuje zazwyczaj znaczng prze-
waga nad lista, poniewaz o ile na licie operacje te maja zlozonosé¢ O(n), o tyle na
drzewie $rednio O(logan). Jezeli ponadto zastosujemy ktorys z algorytméw automatycz-
nego réwnowazenia drzewa taki jak drzewa czerwono-czarne czy wtasnie wykorzystane
AVL, réwniez ztozonos$é pesymistyczna bedzie tego rzedu. Wynika to z wyeliminowania
przypadku drzewa zdegenerowanego do listy (lub przypadkéw bliskim temu). Jednocze-
$nie nalezy zauwazy¢, iz lista jest zdecydowanie prostsza w implementacji, a w zwiazku
z tym dla niewielkich struktur danych koszt administracyjny moze by¢ poréwnywalny z
kosztem wtlasciwych operacji. Wobec tego listy sa bardziej odpowiednie dla nieduzych
zbioréw danych.

W szczegoélnosci drzewa sprawdzaja sie znakomicie w sytuacjach, kiedy najczesciej
wykonywang nan operacja jest wyszukiwanie, natomiast modyfikacja zdarza sie rzadziej.
Jak zaobserwowano w ostatnim etapie pomiaréw, lista jest znacznie szybsza w przypad-
ku operacji wymagajacych dostepu do wszystkich elementéw. Kluczem do tej przewagi
jest fakt, iz przegladanie w zaden sposéb nie wykorzystuje wyszukiwania konkretnego
elementu bedacego atutem drzewa.

Drzewa (w tym szczegblne przypadki jak drzewa AVL) maja réznorakie zastosowania
w informatyce w zadaniach wymagajacych wczesniej wspomnianych wlasnosci takich jak
bazy danych, kompresja (kodowanie Huffmana), czy tez systemy plikéw.

Listy posortowane wymagaja nieco mniej pamieci (nie trzeba przechowywaé wspél-
czynnika zréwnowazenia), ponadto kazdy wezel zawiera tylko jeden wskaznik. Ich prosto-
ta, a zarazem dosy¢ przyzwoita optymalizacja pozwala na zastosowanie w mniej wyma-
gajacych wydajnosciowo zbiorach danych o umiarkowanych rozmiarach. W szczegdlnosci
odnosi sie to do przypadku, gdy spodziewany jest czesty dostep do danych w poblizu
glowy listy posortowanej.

Oprécz tego drzewa znajda zastosowanie w lesie, a listy na wyktadach.



