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1 Przedmiot badan operacyjnych

Okresdlenie badania operacyjne (bryt.: operational research, amer.: operations research)
pojawilo sie po raz pierwszy bezposrednio przed wybuchem II Wojny Swiatowej w Wielkiej
Brytanii i byto zwiazane z dziatalnoscia grupy ekspertéow pod kierunkiem Patricka M. Blackett’a
(1897-1974), nazwany péiniej cyrkiem Blackett’a, ktorej zadaniem bylo opracowanie wariantéw
przeciwdziatania w wypadku ataku powietrznego panstw Osi na Wielka Brytanie.

Jedli chodzi o przedmiot i zakres badan operacyjnych to, podobnie jak w wypadku in-
nych dzialéw nauki, trudno je okregli¢ bardzo precyzyjnie. Wymagato by to bowiem, w skrajnym
ujeciu, aksjomatyzacji takiej, jakiej dokonano np. w teorii prawdopodobienstwa, arytmetyce teo-
retycznej, czy geometrii.

Na ogdél zatem pozostaje sie przy podejsSciach opisowych, ktoére podaja tylko pewne cechy
charakterystyczne definiowanych dzialéw nauki.

W dalszym ciggu podamy kilka przykltadowych opisowych definicji zakresu badan operacyj-
nych, a nastepnie dokonamy pewnego uscislenia tego zakresu.

Wyktad 2 09.03.2009

1.1 Opisowe definicje zakresu badan operacyjnych

1. ,Badania operacyjne to budowanie modeli, a scislej mowige modeli uzytecznych.
Mogq to byé modele dowolnego rodzaju i dowolnie zlozZone. Uzyteczne bedg wowczas, gdy ich
zachowanie bedzie analogiczne do zachowania systemu rzeczywistego w takim stopniu, iz
mozna bedzie przewidywad zachowanie tego typu systemu i zmienic je w pozadany sposéb ’ﬂ

2. ,Celem badan operacyjnych jest opracowanie systematycznego i racjonalnego podejscia do
rozwigzywania gtownych zadan sterowania systemams. ’ﬂ

3. ,Badania operacyjne rozwijajq sie w postaci nauki modelujgcej procesy decyzyjne bez wzgle-
du na przedmiot i podmiot danego procesu. ’ﬂ

Jak wida¢ powyzsze okreslenia przedmiotu i zakresu badan operacyjnych sa bardzo szerokie,
co uniemozliwia wyodrebnienie innych nauk systemowych. Pewnym uécisleniem tego zakresu jest
kolejna definicja, pochodzaca ze statutu brytyjskiego towarzystwa badan operacyjnych:

4 ,Badania operacyine to zastosowanie metod nauvki do ztoZonych problemow powstajgcych
w kierowaniu i zarzgdzaniu zlozonymi systemami ludzi, maszyn, materialéw i pieniedzy
w przemysle, administracji, biznesie i obronie”

W celu dalszego uszczegblowienia przedmiotu i zakresu badan operacyjnych podajmy pewien
og6lny schemat klasyfikacyjny interesujacego nas obszaru nauki.

Traktujac badania operacyjne jako nauke systemowa musimy zdefiniowa¢ klase systemdw,
ktérymi si¢ ona zajmuje. Zdefiniujmy ja, dla naszych celéow, jako systemy zlozone z zasobow
(ludzie, maszyny, materialy, pieniadze, etc.) oraz zadan (czynnosci, operacji), ktére wspdtubiegajq
sie o te zasoby, powiazanych ograniczeniami kolejno$ciowymi. Systemy tego typu nosza nazwy:
sie¢ (kompleks) zadan (czynnosci, operacji)

1Churchman, Ackoff, Arnoff, Introduction to Operations Research, John Wiley & Sons New York 1957
2 Ackhoff, Sasieni, Fundamentals of Operations Research, John Wiley & Sons New York 1968
3 Badania operacyjne w nowoczesnym zarzgdzaniu, praca zbiorowa pod red. T. Kasprzaka, PWE, 1974



2 Probabilistyczne (kolejkowe) problemy szeregowania za-
dan

2.1 Proces Poissona

Definicja 2.1. Proces losowy {X(t),t €< 0,00)}, gdzie X (t) jest liczbg zdarzeri losowych (zglo-
szen, sygnalow, klientéw) w przedziale (0,t), nazywamy procesem sygnalowym. Wynika z tego,
Ze ViV¥i,>t, zardwno X(t) jak i X (t2) — X (t1) przymuje wartosci naturalne.

W dalszym ciagu zatozymy, ze:

P[X(0)=0]=1

Proces sygnalowy nazywamy procesem sygnalowym o przyrostach stacjonarnych (jednorod-
nych) jesli rozklad prawdopodobienstwa liczby zgloszenn w dowolnym przedziale o dtugosci A nie
zalezy od umieszczenia tego przedziatlu na osi czasu.

W szczegoblnosci oznacza to, ze Srednia predkosé przybywania zgloszen dla takiego procesu jest
stala.

Definicja 2.2. Proces sygnatowy nazywamy procesem sygnatowym o przyrostach niezaleznych
jesli liczby zgloszen w dowolnych, rozlgeznych przedzialach czasowych (0,t1), (t1,t2) ..., (tn-1,tn)
sq zmiennymi losowymi niezaleznymi. Zavwazmy, iz oznacza to, ze rownieZ odstepy czasowe po-
miedzy kolejnymi zgloszeniami.sq zmiennymi niezaleznymi.

Zauwazmy takze, iz na podstawie warunku [2.I] proces sygnalowy o przyrostach niezaleznych
jest procesem Markowa (szczegdlny przypadek warunku P [X (tg) = ¢] = 1).

Definicja 2.3. Proces sygnatowy o przyrostach niezaleznych nazywamy procesem Poissona,
jesli Ve 0,00y, X (t) ma rozklad Poissona, tzn. IN(t), Ze Vypen:

Px() = n) = RO -0

Jak pamietamy, dla rozkladu Poissona:

stad
E [X(tg) — X(tl)] = )\(tg) — )\(tl),tz > 1
Zatem dla: Vy¢,~¢, oraz Vpen

[A(t2) — A(tl)]nef[x(h)fx(tl)]

P[X(ty) — X(t1)] = ol

Wyktad 3 16.03.2009

W szezegblnosei jesli A(t) = )\-t(%t) =§rednia predko$é przybywania zgloszeri = \) to méwimy
o stacjonarnym (jednorodnym) procesie Poissona. Woéwczas:



P[X(t)=n]= ()\;ﬁt)ne_)‘t

f)prag)-)(gl)::n]::ELEEZFIEZ,G—Aaz—n>

Wykazemy obecnie bardzo wazne twierdzenie:

Twierdzenie 2.1. Proces sygnatowy o przyrostach niezaleznych v stacjonarnych, w ktérym zgto-
szenia zachodzq bezposrednio i ,blyskawicznie” jest stacjonarnym procesem Poissona.

Zalozenia o procesie sygnalowym:

e Przyrosty niezalezne
e Przyrosty stacjonarne
e Pojedynczos¢ zachodzenia zgloszen

e Blyskawiczno$é zachodzenia zgloszen

Powyzsze swiadcza o tym, iz zjawisko zachodzi wg. definicji stacjonarnego procesu Poissona.
Jest to bardzo wazne twierdzenie ktore tlumaczy czestosé wystepowania w praktyce rozktadu
Poissona.

Dowdd. Korzystajac z zalozenia o stacjonarnosSci przyrostu, nie musimy rozpatrywaé potozenia
przedziatu o dlugosci t na osi czasu. Wystarczy zatem wprowadzi¢ oznaczenie:

PX(t) = n] = Pa(t)

Zdefiniujmy, korzystajac z wprowadzonego oznaczenia, ,.blyskawicznosé” zachodzenia zgloszen
b " )

ktora oznacza, ze:
Py (At) = MAL + o(At)

gdzie:
. o(At)
Alirilo At
inaczej:
Pi(At)
At—0 At B

Zal6zmy, ze nasz proces losowy znajduje sie¢ w stanie X (t) > 0. Rozwazmy prawdopodobien-
stwa mozliwych przej$é standéw procesu:

X(t) — X(t + At), At — 0

Zauwazmy, ze ze wzgledu na pojedynczo$é zachodzenia zgloszen mamy tylko dwie mozliwosci
o ponizszych prawdopodobienstwach:

P[X(t+ At) = X(t) + 1] = P(Przybylo jedno zgloszenie) = AAt + o(At)
P[X(t+ At) = X(t)] = P(Przybylo zero zgloszen) = 1 — AAt — o(At)



Przeanalizujmy obecnie prawdopodobienstwo P, (t + At). Latwo zauwazy¢, ze:
P, (t+ At) = P(w przedziale o dlugodci t zaszlo (n-1) zgloszen i w przedziale o dlugosci At zaszlo
1 zgloszenie) + P(w przedziale o dlugosci t zaszlo n zgloszen i w przedziale o dlugo$ci At zaszlo
0 zgloszen)

Zatem z zalozenia o niezaleznosci przyrostow:

P, (t+ At) = P_1(t) - (AAL + o(At)) + P (t) [1 — MAt — o(At)]
Czyli:
P, (t + At) = AP,_1(t)At + P, (t) — AP, (t)At 4 o( At)
Dzielac obustronnie przez At i przechodzac do granicy At — 0 otrzymujemy zatem:

Po(t + At — Py(t) o(At)

= AP, _1(t) — AP, (t) +

At At
i przechodzac do granicy At — 0
Pl (t) = AP,_1(t) — AP,(t),n=0,1,2,...
Otrzymali$my zatem, dla wyznaczenia P, (t),n =0, 1,2, ..., nieskoficzony uklad réwnan réz-

niczkowo-réznicowych, ktéry mozemy rozwiazaé, poniewaz znamy wszystkie warunki poczatkowe:
Istnieja ogdlne metody rozwiazywania takich réwnan, ktérych jednak nie bedziemy tu oma-
wiaé. Zamiast tego rozwigzemy nasze rownanie dla poczatkowych wartosci n.

en=20

P}(t) + APy(t) = 0, Py(0) = 1

Latwo zauwazy¢, ze rozwiazanie tego réwnania ma postac:
PQ (t) = 67/\t
en=1
P{(t) = APo(t) = Py(t) = Pi(t), Py(0) =0

Podstawiajac wyznaczona wyzej warto$é Po(t) mamy:

Latwo zauwazy¢, ze rozwiazanie tego réwnania ma postac:

Py(t) = Mte

Postepujac analogiczne otrzymaliby$my:

()"

Pu(t) = n!

e M n=0,1,2,...

O

Uwaga: mozna wykazaé, ze zalozenie ,blyskawicznosci” mozna pominaé, gdyz wynika ono
z pozostalych trzech zalozen.

7 twierdzenia [2.1| wynika prawie natychmiast ponizszy wniosek, ktory jednak z uwagi na jego
znaczenie zapiszemy w postaci kolejnego twierdzenia.



Twierdzenie 2.2. Dla stacjonarnego procesu Poissona odstep czasowy pomiedzy kolejnymi zgto-
szeniami ma rozklad wykladniczy.

Dowdéd. Oznaczmy przez U zmienng losowa, oznaczajaca odstep miedzy kolejnymi zgloszeniami.
FLatwo zauwazy¢, ze dystrybuanta tej zmiennej losowej wyraza sie wzorem:

Fyt)=PU<t)=1-P(U>t) = (ztw.[24) 1 —e

=Py (t)
O

Uwaga: Poniewaz rozktad wykltadniczy jest jedynym rozkltadem zmiennej losowej typu cia-
glego o wlasnosci braku pamieci, wiec twierdzenie odwrotne jest réwniez prawdziwe.

2.2 Podstawowe pojecia teorii kolejek

Teoria kolejek (teoria masowej obstugi) rozwija sie od roku 1909, w ktérym dufiski matematyk
Agner K. Erlang opublikowal prace dotyczaca modelu matematycznego dziatania cetrali telefo-
nicznej. Teoria ta znalazta nastepnie zastosowanie do modelowania ruchu w portach lotniczych
i morskich, konserwacji maszyn, kontroli zapaséw, ruchu ulicznego, a poczawszy od lat ’60 XX
wieku, takze obstugi proceséw w systemach komputerowych.

W najprostszym ujeciu, istota problemu praktycznego polega na tym, ze klienci (zadania)
losowo generuja zgloszenia (zadania) obstugi (wykonywania) przez stanowisko obstugi (jednostke
zasobu). Widzimy zatem, ze problem taki mozna zamodelowaé za pomoca sieci zadan, ktérych
ograniczenia kolejnoSciowe dane sa w postaci rozkltadu prawdopodobienstwa odstepu czasowego
miedzy kolejnymi zadaniami. Podkre$lmy, ze bedziemy zamiennie i w zaleznosci od kontekstu
uzywali pojeé zgloszenie — zadanie, obstuga — wykonywanie, regulamin (algorytm obslugi) —
algorytm szeregowania.

Nieobstuzone w wyniku preepelnienia poczekalni
Zgloszenia od zadar preerwanych
> . Stanowisko Y -
. > Poczekalnia > bstuoi >
Zriidlo zgloszedi 0obsiugl Wyjdcie

Rysunek 1: Najprostszy (jednostanowiskowy) system masowej obstugi (sie¢ zadan pojawiajacych
sie losowo z jedna jednostka zasobu)

Wyklad 4 23.03.2009

W poczekalni tworzy sie kolejka (ang. queue) lub system kolejek. W ogélnosci rozpatruje sie
bardziej ztozone systemy masowej obshugi, np. szeregowo-réwnolegte:

lub ogdlne sieci kolejkowe — rys. |3| — (ang. opening networks) otwarte (ang. opened) lub
zamkniete (ang. closed)

W dalszym ciagu zajmiemy sie na razie jednostanowiskowym systemem masowej obstugi. Jest
on scharakteryzowany przez:
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Rysunek 2: System szeregowo-réwnolegly
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Rysunek 3: Sieé¢ kolejkowa

e wymiar Zrodla zgloszer’ﬁ
e pojemnos$¢ poczekalni

e rozklad wejécia — czyli rozklad (prawdopodobiefistwa) odstepu U miedzy kolejnymi zglo-
szeniami

e rozklad czasu obstugi (wykonywania zadania) V'
e regulamin (algorytm) obslugi (szeregowania)

Dla systeméw masowej obstugi z algorytmem naturalnym (FIFO), zlozonych z identycznych,
rownoleglych stanowisk obstugi stosuje sie czesto ponizsza notacje, zwana notacjg Kendalla:

X|Y|m|L|k

X — rozklad wejscia U

Y - rozklad obstugi V'

m — liczba réwnoleglych stanowisk obstugi
e L — pojemnosé poczekalni (deterministyczna)
e k — wymiar Zrédta

gdzie literaly X, Y przymuja wartosci opisujace konkretne rozktady, np.:
e D — rozktad jednopunktowy

e M - rozklad wyktadniczy

4Méwimy, ze zrédlo zgloszen ma wymiar k jesli moze generowaé nowe zgloszenia tylko wtedy, gdy aktualna
liczba zgloszen w systemie (tzn. w poczekalni i na stanowisku obstugi) jest mniejsza od k.



e G — rozkltad dowolny
Jedli L = k = oo to notacja Kendalla ogranicza sie do trzech pierwszych p6l i ma postac:
X|Y|m

Przykladowo oznaczenie M|M|1 oznacza jednostanowiskowy system masowe]j obsltugi z algo-
rytmem FIFO, z nieograniczona pojemno$cia poczekalni i nieskoficzenie wymiarowym zrédlem
zgloszen, oraz z wyktadniczym rozkladem wejscia i wykladniczym rozkladem czasu obstugi.
W dalszym ciagu, dopdki nie powiemy inaczej, bedziemy rozpatrywali takie wtasnie systemy
masowe]j obstugi (z dokladnoscia do rozkladu czasu obstugi).

Zalozenie o wyktadniczoéci rozkladu wejscia oznacza, jak pamietamy, ze na wejsciu syste-
méw mamy strumien zgloszen, bedacy stacjonarnym procesem Poissona. Strumien taki bywa
nazywany stacjonarnym strumieniem prostym, lub krétko strumieniem prostym.

Uwaga: Notacja Kendalla bywa uogélniana do oznaczania szerszej klasy systeméw masowej
obstugi, ale wéwczas wymaga dodatkowego komentarza.

Wprowadzmy kilka kolejnych oznaczen:

$rednig liczbe zgloszen przybywajacych w jednostce czasu nazywaé bedziemy intensyw-
nodcig strumienia zgloszen (dla strumienia prostego pokrywa si¢ ona z parametrem strumienia
definiowanym jako lima;_.q Plé?t)
Latwo zauwazy¢, ze:

) i oznaczaé przez A.

;\:U:/OooudF(u):/OOOtdFu(t)

Srednia liczbe zgloszen obstugiwanych w jednostce czasu oznaczymy przez w. Latwo zauwa-

zy¢, ze

1 . o0 oo

1 v_ / vdF(v) = / 1AF, (1)

H 0 0

Stosunek A do g nazywamy intensywnoscia ruchu i oznaczamy przez p:
A
p=—

I

Stan systemu masowej obstugi w chwili ¢, czyli liczbe zgloszen w tym systemie w chwili
t, oznacza¢ bedziemy przez N(t). Jest to oczywiscie w ogdlnosci proces losowy, ktéry zastapi
oznaczenie X (t). Zatem P, (t) = P[N(t) = n].

Czas oczekiwania na obsluge (zmienna losowa) oznaczymy przez W.

Czas odpowiedzi (zmienna losowa) oznaczymy przez T =W + V.

W analizie systeméw masowej obstugi wyrdznia sie tzw. analize wartosci chwilowych oraz
analize w stanie rownowagi statystycznej. W dalszym ciagu zajmiemy si¢ tylko ta druga analiza.
Zaklada si¢ w niej, ze w systemie masowej obstugi zostal osiagniety tzw. stan réwnowagi staty-
stycznej (ang. statistical equilibrium, steady state). Czyli zostaly osiagniete nastepujace granice:

lim N(t) = N,N < o0

t—oo
(granica jest zmienng losowa, ktdrej warto$é érednia jest skonczona)

tlim P,(t) =pp,n=0,1,2,...

(prawdopodobiefstwa stacjonarne niezalezne juz od czasu — stan ustalony zwany stanem réw-
nowagi statystycznej)



Mozna wykazaé, ze przy bardzo ogdlnych zalozeniach, spelnionych przez wszystkie rozpatry-
wane przez nas systemy, warunek dostateczny w osigganiu stanu réwnowagi statystycznej ma
postac:

p<m

albo
A<m-u

W szczegélnosei dla m =1 mamy p < 1lub A < p
Systemy obstugi, dla ktorych ten warunek jest spelniony nazywa si¢ stabilnymi. W systemach

tych interesuja nas trzy zmienne losowe: N, W, T, a w szczegdlnosci ich wartosci srednie N, W, T,
miedzy ktérymi zachodza nastepujace zwiazki:

(oczywisty z definicji)

(tzw. wzor Little’a)

Widzimy zatem, ze w systemie stabilnym wszystkie wyzej wymienione Srednie sg skonczo-
ne.

W systemach komputerowych wazne jest zapewnienie preferencji zadaniom krotkim, czyli
zadaniom o malych wartosciach V = t. Zeby taka preferencje méc opisaé, definiuje sie rozklady
warunkowe zmiennych losowych W i T pod warunkiem, ze V = t. Rozklady te sa zatem opisane
przez warunkowe dystrybuanty:

Fw(z|t) = P(W < z|V =1t)
Fr(z|t)=P(T <z|V =t)

W szczegdlnodei interesuja nas wartosci érednie tych rozkladéw W (t) i T(t), miedzy ktérymi
zachodzi oczywisty zwiazek:

T(t)=W(t)+t

Wyktad 5 30.03.2009

2.3 Podstawowe algorytmy (regulaminy) szeregowania (obslugi)

2.3.1 Algorytm FIFO

W systemach obstugi z algorytmem FIFO (first in first out, FCFS = first come first served,
algorytm naturalny) zgloszenia sa obstugiwane w kolejnosci przychodzenia do systemu bez prze-
rwan. Nadejscie zgloszenia od nowego zadania nie przerywa zadania aktualnie wykonywanego.
Rozpatrzymy system M|G|1, dla ktérego wyznaczymy wszystkie interesujace nas $rednie w sta-
nie réwnowagi statystycznej. Zacznijmy od wyprowadzenia wzoru na
Oznaczmy przez N1, Ny liczby zgloszen w systemie bezposrednio po obshuzeniu dwoch kolejnych
zgloszen z1, zo (wykonaniu dwéch kolejnych zadan) oraz przez R liczbe zgloszen, ktére nadeszly
w czasie obstugiwania zgloszenia z, (w czasie V).

FLatwo zauwazy¢, ze:

54rednie N



Definicja 2.4. Jesli Ny =0, to No = R, natomiast jesli Ny # 0,toNa = N1+ R — 1 (2o wziete
z Ni)

Wprowadzmy teraz zmienng losowa bool’owskq I" wzorem:
1 Ny =
r= 1 =0
0 w.p.p.

Korzystajac z tej zmiennej losowej mozemy napisaé¢ wzory powyzej (2.4)) za pomoca jednego
zwiazku:

No=N;+R—-1+T
WezZmy wartos¢ érednia obu stron:
NQ :Nl —|—R— 1 —|—f(*)

Poniewaz rozpatrujemy system w stanie réwnowagi statystycznej, wiec No = N

Wyznaczymy obecnie R. -
Poniewaz zmienna losowa R zalezy od zmiennej losowej V. W celu wyznaczenia R (lub kazdego
innego momentu), nalezy to uczyni¢ dwuetapowo:

1. Liczymy R dla ustalonego V = v, co oznaczymy jako R(v) = \v
2. Uéredniamy otrzymany wynik po rozktadzie zmiennej losowej V', czyli

Ez/mAMﬂw:A/ vdF(v) = XV = 2 =
0 0 7]

Wracajac do wzoru (*) i zakladajac stan réwnowagi statystycznej, otrzymujemy zatem: T =
1-R=1-p
Podniesmy teraz wzér (*) obustronnie do kwadratu:

Ni = N} + 2N, R + R* — 2N; +2N,T' — 2R+ 2RT +1 — 2T + I'?

7Z definicji: 2N;T" = 0 oraz I'> =T (?7?)
Wyliczmy warto$é $rednia obu stron powyzszego wzoru:

Ny=N:+2NR+ R — 2N, +2N,T — 2R + 2RT + 1 — 2 + I"2
W stanie réwnowagi statystycznej oczywiscie:
N,=N,

Zauwazmy ponadto, ze zmienne losowe R i N1, a w konsekwencji takze R i I sa zalezne. Mozemy

zatem napisac: . B
0=2N1R+R?—-2N; —2R+2RI'+1-T

Podstawiajac wartoéci otrzymane na R i I' otrzymujemy zatem:
0=2N1p+R2—-2N; —2p+2p(1—p)+1—0p
Zatem:

2Ny —2N1p = R? —2p+2p(1 — p) +p

10



2Ni(1—p)=R*—p—p+2p(1—p)+p|:2(1-p)

R?—p
2(1—=p)

Pozostaje zatem wyznaczenie R2, co znowu zrobimy dwuetapowo:

1. Wyliczymy R? dla ustalonego V = v.
Poniewaz na wejSciu mamy stacjonarny strumiefi prosty (Poissona), wiec prawdopodobien-

(AU) e—)\v.

stwo tego, ze w ustalonym czasie v nadejdzie r zgloszen wyraza si¢ wzrorem: '
7!

Zatem

= v+ A\2?
r r

R2(v) = Zrz ()‘”') oM — oM ZT2 (AU')
r=1

r=1

2. Usrednimy obecnie otrzymany wynik wzgledem rozkladu zmiennej losowej V: w
R? = / (M + A\?0?) dF(v) = /\/ vdF(v) + /\2/ v2dF(v) = p+ Moy + p?
0 0 0

Podstawiajac ten wynik do wzoru na N otrzymujemy:

2 2 2
~ PPt
N:u_i_p

2(1 - p)

Korzystajac z tego wyniku, tatwo wyliczymy pozostate interesujace nas srednie:
Ze wzoru Little’a mamy:

N=XT=XXV+W)=AV+AW|:\V =p

Czyli:

W _N P 2_2

— == _1=—"L (1442

Voo 2(1-p) ( V)
(wzor Pollaczka)
Otrzymujemy zatem:

P 2 2 2 2 V2
= 1+ pfoy) = 1+upoy) =
) ¢ V)= gaap | V) =50

Wit =w
Natomiast: L
— AV?2 1
T=W+V= -
20l=p) n
Oraz:

Tt)y=W(t)+t=W +t

Rozpatrzymy teraz dwa przypadki szczegdlne rozkladu zmiennej losowe;j:

11



e System M|D|1 — oznacza to, ze P(V = vg) = 1.

Oczywiscie V = vg,ov2 =0
PYo

W=_—"—-T=W+u
2(1=p)
. - 1 5 1 -
Wéwezas V = —, oy, = — (wyliczy¢!!l), zatem:
[ 1
— P - — 1 1
W = 777—‘ =W+ —-—=—
u(l—p) o opu(l=p)

Poréwnajmy obecnie system M |D|1 z systemem M|M |1, zakladajac, ze w obu z nich V' jest
takie samo. Dzielac obustronnie wzory Pollaczka dla obu z tych systemoéw, otrzymujemy:

Wmpn 5
Waripn

Wyktad 6 06.04.2009

2.3.2 Algorytmy ze stalymi priorytetami

W algorytmach tych (head of the line priority scheduling algorithm) zadanie przychodzace
otrzymuje okreslony priorytet, dotacza do podkolejki o tym priorytecie i pozostaje w niej az do
zakonczenia. Kolejka jest podzielona na podkolejki odpowiadajace priorytetom i jest obbstugi-
wana wedlug algorytmu FIFO.

Zalozmy, ze mamy p priorytetéw I1;,7 = 1,2,...,p, odpowiadajacych p strumeniom wejSciowym

prostym o intensywnoéci \; i p-rozkladu czasu obstugi o érednich —,7 = 1,2,...,p. System
i

obstugi ma zatem postac:

Rysunek 4: System obstugi ze stalymi priorytetami

Zauwazmy, ze w takim systemie warunek réwnowagi statystycznej przyjmuje postaé¢ zbioru
warunkéw:

pi+pi+1—|—...+—|—pp < 1,7,: 1,2,...,])—1
gdzie
A
pizilvi:172a"'7p_1
i
Mozna wykazaé, ze dla omawianego algorytmu stuszny jest nastepujacy wzor:
7 _ W
Wit)=W; = a=1,2...,p—1
e C(1 =) =)

12



gdzie

_ 1E. —
_ /2
W0—§Z)‘JVJ'
j=1
p
%‘ZZPJ‘
j=1

2.3.3 Algorytmy cykliczne (karuzelowe)

Dla systemo6w obslugi z tymi algorytmami charakterystyczna jest technika przerwan: zadanie
jest przerywane w trakcie wykonywania, a SO (procesor) przechodzi do obstugi kolejnego zadania
w kolejce, itd. Kolejka ma zatem charakter cykliczny.

Rysunek 5: Algorytm cykliczny

W ogdlnosci nowo przychodzace zadanie o priorytecie II; dolaczy na koniec kolejki IT;. 77
W systemach komputerowych stosowane sa dwa typy algorytméw cyklicznych. W pierwszym z
nich przerwanie (wykonywania) zadania nastepuje po zarzadaniu przez nie operacji wejscia/wyjscia.
Oczywiscie system z takim algorytmem preferuje zadania rzadko korzystajace z tych urzadzen,
jednak jakiekolwiek wzory analityczne sg tu raczej trudne do uzyskania.
Znacznie czesciej stosowany jest drugi tym algorytmu cyklicznego, zwany algorytmem RR (round
robin) (UWAGA: wielu autoréw méwiac algorytm cykliczny (karuzelowy) maja na mysli wlasnie
ten algorytm).
W systemie obstugi z algorytmem RR przerwanie zadania nastepuje po uplywie kwantu czasu
A;, ktéry w systemach komputerowych jest parametrem systemu operacyjnego.
Rozpatrzymy najpierw system, ktory nie ma priorytetéw. W analizie teoretycznej zaklada sie,
ze kwant czasu dazy do zera, co pozwala zaniecha¢ w analizie inne zdarzenia (zakofczenie za-
dania, zadanie operacji wejscia-wyjscia), ktore zbiegaja sie z czasem zakonczenia tego kwantu
witrualnego. Zakladajac ponadto, ze rozktad czasu obshugi jest wykladniczy, mozna wykazaé, ze:

13



— t
T:(t) = ——

Jak widac system z tym algorytmem zapewnia liniowq preferencje zadan w funkcji ich dtugosci
(zadanie dwukrotnie dtuzsze spedzi $rednio w kolejce (systemie) n-razy wigcej czasu). Zauwazmy,
ze bezwarunkowe wartosci érednie w takim systemie (juz bez wymogu wykladniczosci czasu
obslugi) maja postac:

p
w1 —p)
1
n(l—p)

Srednie te sg zatem identyczne jak w systemie M|M]|1.
Poréwnajmy teraz system z algorytmem RR z systemem M|M|1 z punktu widzenia $rednich
warunkowych.

=
I

T:

W(t) RR T(t) RR
_ o MIM|1 M[M]|1
W(t)=W=—r— P
#1-p) w(1-p)
0 u t 0 % t
1

Rysunek 6: Poréwnanie systemu z algorytmem RR z z systemem M|M|1 z punktu widzenia
$rednich warunkowych.

1
System z algorytmem RR preferuje zadanie o dlugoéci mniejszej od —, a dyskryminuje zadanie
I
o dtugosci wiekszej od tej wartosci.
Zalézmy teraz, ze kolejka jest podzielona na podkolejki o priorytetach ¢ = 1,2,...,p i jest
obstugiwana cyklicznie, przy czym kwant czasu w podkolejce o priorytecie Il; wyraza sie wzorem:
¢
> i—1¢ilN;
gdzie c¢; jest stalg dodatnia, a Wj jest érednig liczbg zadan o priorytecie Pi; w stystemie.
Mozna wykazaé, ze w systemie z takim algorytmem stuszne sa nastepujace wzory:

A; =

_ t P . )
Wit) = 2 1+Z(Z{—1>’Z i=1,2,....p
j=1 7"

—_ t Cj .

Jj=1
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2.3.4 Algorytm LIFO

W systemie z algorytmem LIFO (Last in last out. LCFS - last come, first served zadanie
przychodzace natychmiast otrzymuje obstuge. Jesli w tym czasie bylo wykonywane inne zadanie
to zostaje ono przerwane (w sensie wykonywania) i umieszczone na poczatku kolejki. Po stwier-
dzeniu wykonania zadania jest ono usuwane z systemu, a SO (procesor) przechodzi do obshlugi
pierwszego zadania w kolejce (czyli zadania ostatnio przerwanego). Widzimy zatem, ze kolejka
jest zorganizowana w postaci stosu (stack).

kolejka [<
(stos)

Rysunek 7: Organizacja algorytmu LIFO

Mozna wykazaé (przy zatozeniu wykltadniczosci rozktadu czaséw obstugi, ze wzory na W (t), T'(t), W, T
sa identyczne jak dla systemu z algorytmem RR (bez priorytetéw). Jednak wariancje odpowied-
nich rozkltadéw sa tu wieksze, niz w systemie z algorytmem RR, a zatem system z algorytmem
LIFO ma gorsze wlasnosci, niz ten ostatni (RR).

Uwaga: Zauwazmy, ze w dotychczas rozpatrywanych algorytmach preferencja zadan w funkcji
ich dtugosci (jesli istniata), byta liniowa. Nie zawsze pozwala to uzyskaé¢ maksymalne wykorzysta-
nie mocy obliczeniowej systemu. Stosuje sie w takich wypadkach algorytmy zapewniajace nieli-
niowg preferencje zadan funkcji ich dtugosci. Obszerna klase takich algorytméw sa np. algorytmy
wielokolejkowe (multilevel processor sharing scheduling algorithm, zorganizowane nastepujaco:

Zadanie przychodzace umieszczane jest na koncu kolejki o najwyzszym priorytecie, jest ob-

stugiwane przez kwant czasu obowiazujacy w tej kolejce, przy czym jesli sie nie zakonczy, spada
do kolejki o priorytecie bezposrednio mniejszym, itd.
Jednym z czesto stosowanych algorytmoéow wielokolejkowych jest algorytm dwukolejkowy, zwany
tez algorytmem FB (foreground-background), w ktérym pierwsza kolejka jest obstugiwana we-
dlug algorytmu FIFO (z kwantem czasul!l!), a druga wedlug algorytmu RR. Mozna wykazaé, ze
otrzymujemy woéwczas typ preferencji opisany ponizsza krzywa:

Zauwazmy, ze w systemach z algorytmami wielokolejkowymi, zadania diugie sa silnie dyskry-
minowane i nie zawsze wystarcza fakt, ze kwant czasu w tych systemach rosnie wraz z maleniem
priorytetu. Zeby temu zapobiec, stosuje sie w tych systemach pewne dodatkowe mechanizmy, np.
tasssk zwang czeSciowa, czy generalna amnestie.
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SO

Rysunek 8: Algorytm wielokolejkowy

Wyktad 7 20.04.2009

2.3.5 Systemy obstugi z momentami przybycia i/lub czasami wykonywania zadan
zaleznymi od stanu

Zacznijmy od wyprowadzenia wzoréw na prawdopodobienstwa stacjonarne dla systeméw
M—M—1. Zalézmy, ze system jest w stanie N(¢) > 0 i ocehmy prawdopodobienistwa przej-
Scia N(t + At — N(t) dla At — 0. Zalézmy, ze prawdopodobiefistwo przybycia zadania dla
At — 0 wynosi AAt + o(At) oraz, ze prawdopodobiefistwo opuszczenia systemu przez zadanie
w tym przedziale wynosi pAt + o(At).

Zatem prawdopodobienstwo mozliwych przej$é standéw wynosza:

e P(1 przybycie i 0 opuszczen)
P[N(t+ At) = N(t) + 1] = [MAt 4+ o(At)] [1 — puAt — o(At)] = AAL + o(At)
e P(0 przyby¢ i 0 opuszczen lub 1 przybycie i 1 opuszczenie)

P[N(t+At)=N(t)] =
= [1 — AAt — o(At))] [1 — pAt — o( At)] 4+ [ANAL + o(At)] [nAL + o( At)] =
=1—-(A+pAt

e P(0 przybyé i 1 opuszczenie)

PIN(t+ At) = N(t) — 1] = [1 — AAt — o(At)] [ult + o(At)] = pAt + o At)

Zatem (z uwagi na brak pamieci rozkladu wykladniczego na wejéciu i wyjsciu):

P,(t+ At) = P,_1(t) - [AAt 4 o(AL)] + Po(t) - [1 — (A + ) At + o(A8)] + Pyy () - [uAt + o At)]
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czyli:
Pt + At) = AP—1 () At + Po(t) — (A + p) Py () At + uPri1 (1) At + o( At)
P, (t+ At) — P,(t) o(At)
At At

przechodzac do granicy przy At — 0 otrzymujemy zatem:

= APu_1(t) = (A4 @) Pa(t) + uPrir (8) +

Zauwazmy, ze dla n = 0 musimy uwzgledni¢ mozliwo$¢ opuszczenia systemu w drugim sktad-
niku, a zatem otrzymujemy réwnanie:

Py(t) = pPi(t) — APo(t)

Zauwazmy, ze jesli przyjmiemy p = 0 (tylko przybywanie) to otrzymamy to samo, co wypro-
wadzono poprzednio (dla FIFO) (77)
Zal6ézmy teraz, ze w systemie zostal osiagniety stan réwnowagi statystycznej, czyli P, (t) =
Pn,n=0,1,2,... (P, =0,n=0,1,2,...). Mamy zatem:
Apnfl - ()\ + H)Pn + UPn+1 = 07” = 13 27 s
pp1 — Apo =0

Rozwiazmy powstatly uktad réwnan, poczynajac od drugiego z nich, stad mamy:

Ao
b1 = —Po
M1
Ao A1
P2 = ——Po
H1 H2

Postepujac tak mozna wykazaé, ze:

n
A —1
pu:pOH -
i1 M

Dodatkowe réwnanie otrzymujemy z warunku:

o0
> pa=1
n=0
zapisujac je w postaci:
o0
n=0
i podstawiajac wyzej wyliczona wartos¢ p, mamy ostatecznie:
o0 n
1+ 11

n=11i{=1

-1
Po = ) ]

WyznaczyliSmy zatem wszystkie prawdopodobienstwa stacjonarne, a zatem rozktad prawdo-
podobienstwa stanu naszego systemu w stanie rownowagi statystycznej. Na tej podstawie mozemy
wyznaczy¢ wszelkie parametry tego rozkladu, a wiec w szczegélnosci warto$é¢ srednia:

N = i Npn
n=1

Aic1
i
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Dalej ze wzoru Little’a mozemy wyliczy¢:
N

T =
A

Uwaga: Powyzsze rozwazanie jest stuszne dla dowolnych poisson’owskich (na wejsciu i na
wyjsciu) systeméw obstugi z algorytmami obstugi niezaleznymi od czasu wykonywania zadania.
A zatem dla wszystkich dotychczas rozpatrywanych systeméw z wyjatkiem systemu z algorytmem
ze stalymi priorytetami, ktérych priorytety zaleza od czasu wykonywania zadan.

Zauwazmy ponadto, ze otrzymane rownania na prawdopodobienstwa stacjonarne mozna na-
tychmiastowo uogélnié na przypadek, gdy momenty przybycia zadan i/lub ich czasy wykonywania
zaleza od stanu n. Oznaczajac bowiem odpowiednie parametry wystepujace w tych rownaniach,
indeksem wskazujacym na stan otrzymujemy:

An —1py—1 — (/\n + ,un)pn + pnt1Pnt1 =0,n =1,2,...
pap1 = Aopo =0

Rozpatrzymy teraz kilka przypadkow szczegdlnych istotnych w systemach komputerowych:

Systemy typu M|M|1|L Zauwazmy, ze teraz (pojemno$¢ poczekalni L < oo mamy:

WA n=012 L
“lo0 n>L

Podstawiajac powyzsze do ogdlnych wzoréw na p,, mogliby$émy wyliczyé¢ np. N i T.

P SO 1
P SO 2
P SO m

Rysunek 9: System z kilkoma stanowiskami obstugi

Systemy typu M|M|m Latwo zauwazyé, ze w tej sytuacji A\, = A,n=10,1,2,...

{n~u 1<n<m
Hn =
m-p nz=m

Podstawiajac to do wzoru na p,, mozemy wyliczyé np. N i T.
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Systemy typu M|M|1|oolk (czyli ze skoiiczenie wymiarowym Zrédlem zgloszen) Roz-
patrzymy system komputerowy, w ktérym jedno stanowisko obliczeniowe obstuguje k-koncéwek
uzytkownikéw w trybie interaktywnym. Jak wiadomo, w systemach takich jesli z danej koncowki
zostanie wysltane zgloszenie, to po wykonaniu odpowiedniego zadania zostaje do tej koncowki
wyslana odpowiedZ i po pewnym czasie, zwanym czasem zastanawiania sie (ang. thinking time)
moze z tej koncéwki znalezé kolejne zgloszenie. Przyjmujac wyktadniczy rozklad czasu zasta-

1
nawiania si¢ o éredniej Y otrzymamy szczegllny przypadek rozwazanych w tym punkcie (3.5)

systemow.
Przedtem jednak zauwazmy, ze mamy do czynienia wtedy istotnie z k-wymiarowym zrédtem
zgloszen.

zrodio zgtoszen
{uzytkownicy)

Wyktad 8 27.04.2009

Zauwazmy, ze W rozpatrywanej sytuacji:

)\n:{(k—n) n<k

0 n>k

Podstawiajac powyzsze do podanych wzoréw, otrzymujemy:
= k 1
T=———+—-
w(l—=po) A
gdzie
k ! -1
— . i
b= [Z (k—i)!p]
=0
Wynika stad wykres charakteryzujacy nasz system obstugi:

Zauwazmy, ze dla k =1, W =0, T = V = —. Widzimy zatem, ze dla skoficzonego k, nasz

s i zwanego liczba

A

system nigdy nie wejdzie w nasycenie (T < o00), jednak dla k > k* =

nasycenia nastepuje gwaftowne pogorszenie sie jakosci pracy systemu.
Projektujac zatem taki system nalezy unikaé¢ przekraczania k* jako liczby uzytkownikéw (kon-
cowek).

Uwaga: Jesli w naszym systemie zastosowaé algorytm RR, to mozna wykazaé (por. Kleinrock-
Queuing Systems Theory vol.2):

T(t) ~ utT

19



uT(t)

V

(1,1) Atp

Rysunek 10: Wykres charakteryzujacy omawiany system obstugi

3 Deterministyczne problemy szeregowania zadan

3.1 Podstawowe pojecia, zalozenia i ich interpretacje

Rozpatrzymy najpierw zbior zadan Z = {Z1, Zs, ..., Z, } oraz zbiér maszyn M = {M;, Ma, . ..

Zalozymy, ze zbiér M jest zbiorem maszyn rownolegtych, tzn. kazda maszyna z tego zbioru moze
wykonaé¢ kazde zadanie ze zbioru Z.

Przyjmiemy réwniez dwa podstawowe zalozenia klasycznej (deterministycznej) teorii szeregowa-
nia:

1. kazde zadanie ze zbioru Z moze by¢ w kazdej chwili wykonywane na co najwyzej jednej
maszynie

2. kazda maszyna ze zbioru M moze w kazdej chwili wykonywaé¢ co najwyzej jedno zadanie

Ponizej scharakteryzujemy blizej oba powyzsze zbioru, zaczynajac od zbioru Z.

Powiemy, ze Z jest zbiorem zadan podzielnych (splittable, preemtable), jesli kazde zadanie
z tego zbioru (a dokladniej jego wykonywanie) moze by¢ przerwane w dowolnej chwili i nastepnie
wznowione, bez straty czasu, by¢ moze na innej maszynie. Jesli zadne zadanie ze zbioru Z nie moze
zostaé przerwane to powiemy o zbiorze zadan niepodzielnych (non-splittable, non-preemtable).

Jedli w zbiorze zadan Z wszystkie zadania mogg by¢ wykonywane jednoczesnie, tzn. w zbiorze
tym nie jest zdefiniowane zadne ograniczenie kolejnosciowe, to powiemy o zbiorze zadan nieza-
leznych. W przeciwnym razie bedziemy méwili o zbiorze zadan zaleznych (dependant). Bedziemy
moéwili, ze pomiedzy zadaniami Z;, Z, jest zdefiniowane ograniczenie kolejnosciowe (precedence
constraint), co zapisujemy Z; < Zj, (poprzedza), jesli zadanie Z; musi si¢ zakonczy¢ przed rozpo-
czeciem zadania Zj. Widzimy zatem, ze zbior zadan zaleznych Z jest czesciowo uporzadkowany
przez relacje binarna {Z,<}. W przypadku, gdy zbiér zadan jest zbiorem zadaf niezaleznych
<=g.

Relacje poprzedzania przedstawia sie na ogdl w postaci graféw skierowanych (digraféw) w kon-
wencji wierzchotkowej lub tukowej. W konwencji wierzcholkowej (task-on-mode) zadania odpo-
wiadaja wierzchotkom, a tuki ograniczaja kolejnoSciowo, natomiast w konwencji tukowej (task-
on-arc) zadania odpowiadaja tukom, a wierzcholki zdarzeniom czasowym typu and (zadania
wychodzace z takiego wierzchotka mogg si¢ rozpoczaé po zakonczeniu wszystkich zadan docho-
dzacych do niego).
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By wyjasni¢ obie te konwencje, rozwazmy prosty przyktad:

Z = {217223237}
<171 < Z3

® @

notacja wierzchotkowa

Rysunek 11: Konwencja (notacja) wierzchotkowa

notacja tukowa

Rysunek 12: Konwencja (notacja) tukowa

W dalszym ciagu, o ile nie powiemy inaczej, bedziemy stosowali konwencje wierzchotkowa.
W konwencji tej wyréznimy kilka struktur:

e Lasem (out-forest) nazywamy digraf, w ktérym kazdy wierzcholek ma co najwyzej jeden,
bezposredni poprzednik

e Antylasem (in-forest) nazywamy digraf, w ktérym kazdy wierzcholek ma co najwyzej jeden,
bezpoéredni nastepnik

e Drzewem (out-tree) nazywamy las, w ktérym istnieje jeden wierzcholek bez poprzednikéw

e Antydrzewem (in-tree) nazywamy antylas, w ktérym istnieje jeden wierzcholek bez nastep-
nikéw

Proste przyktady sa nastepujace:

Uwagi: Las i antylas bywaja definiowane odwrotnie. Ponadto pojecie lasu definiuje sie row-
niez dla graféw nieskierowanych: lasem jest tu dowolny graf acykliczny, a drzewem graf acykliczny
spojny.

Dla kazdego zadania Z; € Z zdefiniowane sg w ogdlnosci:
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Rysunek 13: Przykladowy las
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S

Rysunek 14: Przyktadowy antylas

moment przybycia (gotowosci — arrival, ready time) 0 < r; < 00

wektor czasu wykonywania [71;, 7a;, ..., Tm;] gdzie 0 < 7;; < 00 jest czasem wykonywania
zadania (processing, execution time) Z; na maszynie M;.

waga = priorytet (weight, priority) 1 < w; < 00

zadany termin zakonczenia wykonywania (due date) 0 < d; < oo — jedli termin ten nie moze
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byé przekroczony, to przy tym samym oznaczeniu nazwiemy go linia krytyczna (deadline)

Uwaga: deterministyczna teoria szeregowania obejmuje réwniez problemy, w ktérych r;, j =
1,2,...n nie sg znane a priori.

Wyktad 9 04.05.2009

W tej sytuacji zachodzi koniecznosé konstrukeji algorytmow szeregowania on-line, nie wyko-
rzystujacych zadnej a priorycznie wiedzy o parametrach zadan.

Przejdzmy obecnie do scharakteryzowania zbioru maszyn M. Powiemy o zbiorze maszyn
identycznych (identical) jedli:

ijEZTij :Tj,i: 1,2,...,m

Powiemy o zbiorze maszyn jednorodnych (uniform), jesli:

T
_ o
VZjeZTij = F,Z = 1,2,...,m
i
gdzie 7; jest tzw. standardowym czasem wykonywania zadania Z; na tzw. maszynie standardowej;
przyjmiemy, ze jest to maszyna najwolniejsza, woéwczas:

bi>1,i=1,2,....m

Powiemy natomiast o zbiorze maszyn dowolnych (unrelated) w pozostalych wypadkach.

Problem polega na znalezieniu takiego przydzialu maszyn ze zbioru M do zadan ze zbioru
Z, ze kazde zadanie ze zbioru Z zostanie wykonane przy spelnieniu wszystkich przyjetych za-
lozen (organiczen). Taki przydzial nazywaé bedziemy uszeregowaniem dopuszczalnym (feasible
schedule), a procedure jego wyznaczania algorytmem szeregowania (scheduling algorithm).

Uszeregowania dopuszczalne bedziemy przedstawiali w postaci tzw. wykreséw Gantta (Ganitt

chart) — rysunek

M,| z, Z,

M| 2.

M, | z; Z; -
-~
t

Rysunek 15: Wykres Gantta

W danym uszeregowaniu dopuszczalnym dla kazdego zadania Z; mozemy okresli¢ m.in.:
e moment zakofczenia (completion time, finishing time) — C;

e czas przeplywu = czas przebywania w systemie maszyn (flow time) — F; = C; —r;
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e opodznienie = nieterminowos$¢ (lateness) — Lj = C; — d;

Do oceny uszeregowan dopuszczalnych stuza kryteria szeregowania (scheduling criteria, sche-
dule performance measures). Gléwne z nich sa nastepujace:

e dlugosé uszeregowania = czas wykonywania zbioru zadan (schedule length, makespan)

Craz = max{C};}
J

e dredni (Sredni wazony) czas przepltywu (mean (mean weighted) flow time)

_ 1&
F == .
2t

j=1
7 7?_ wi F
FW:ZJ;1 Jt

Zj:l wj
e maksymalne spéZnienie (mazimum lateness)

Lnae = mjax{Lj}

Uszeregowanie dopuszczalne minimalizujace przyjete kryterium szeregowania K nazywaé be-
dziemy uszeregowaniem optymalnym (optimal schedule) i wyréznia¢ nadindeksem * (np. K*).

Dokonajmy teraz interpretacji przyjetych dotychczas zalozen (wylaczajac zalozenia podsta-
wowe). Wyrdznimy przy tym dwa $rodowiska (rzeczywistosci):

e systeméw operacyjnych komputeréw
e systeméw produkcyjnych

Zacznijmy od zalozenia podzielnosci zadan. W systemach produkcyjnych nie jest ona na ogot
dopuszczalna, a jesli jest, to przerwanie wiaze si¢ z tzw. czasem przezbrojenia (set-up time).
Natomiast w systemach operacyjnych zatozenie podzielnoéci zadan jest naturalne. Ponadto, jesli
z przerwaniem zadania nie wigze si¢ jego przepisanie pomiedzy pamiecia operacyjna, a zewnetrz-
ng, to przerwanie to nie wiaze sie ze strata czasu. Jesli natomiast przepisanie miedzy pamieciami
musi nastgpié, to jego czas w danym systemie mozna wyliczy¢ i rozwiazujac dany problem szere-
gowania dla zadan podzielnych oraz dla zadan niepodzielnych ocenié¢ zysk plynacy z dopuszczenia
podzielnoci.

Rozpatrzymy prosty przyktad:

Zalézmy, ze:

Z ={Z, 25, Z3}
<=0
M = {M;, M}
L =T2 =T3 :2aK:Cmax
Znajdzmy uszeregowanie optymalne tego problemu przy zalozeniu, ze zbiér Z jest
a. zbiorem zadan niepodzielnych (rys.
b. zbiorem zadan podzielnych (rys.
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czas przestoju (idle time)

.-'"-...

M| z, &
0 2 =Cpmax t

ey
~

Rysunek 16: Wykres Gantta dla zadan niepodzielnych

M| z, Z,
M,| z,| zZ;
0 1 2 3=Cf. t

V

Rysunek 17: Wykres Gantta dla zadan podzielnych

Jesli chodzi o ograniczenia kolejno$ciowe w zbiorze Z, to w systemach produkcyjnych wynikaja
one 7z ograniczen technologicznych, natomiast w systemach operacyjnych moga one wynikaé z:

e dekompozycji
e zapewnienia okreslonosci wynikéw
e efektywnosci obliczen poprzez paralelizacje

PrzejdZzmy obecnie do interpretacji zatozen, ktore fundamentalnie réznia deterministyczna
i kolejkows teorie szeregowania, a mianowicie do zalozenia znajomosci momentu przybycia zadan
i czaséw ich wykonywania. W systemach produkcyjnych znajomo$¢ tych parametrow wynika
z wysokiej powtarzalnosci proceséw produkeyjnych (w stanie ustalonym).

Natomiast jesli chodzi o systemy operacyjne i znajomo$¢ momentéw gotowosci zadan, to
oczywiscie jest ona naturalna w systemach obliczeniowych pracujacych w trybie wsadowym (off-
line). Warto jednak zauwazy¢, ze momenty te sa réwniez znane w systemach komputerowych
zastosowanych do sterowania, gdy okresowo (z okresami zaleznymi od zmienno$ci sterowanych
parametréw) pobierane sa dane dla algorytmoéw sterowania.

Wyktad 10 11.05.2009

Jedli natomiast chodzi o czasy wykonywania zadan, to w systemach operacyjnych praktycznie
nigdy nie sa one znane. Mimo to rozwiazanie deterministycznego problemu szeregowania moze
mie¢ wazne znaczenie praktyczne. Wymienmy trzy gléwne sytuacje tego typu:
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1. W charakterze czasu wykonywania zadan wystepuja ich wartosci $rednie lub gérne granice.
W pierwszym wypadku rozwiazujac deterministyczny problem szeregowania (DPS) moze-
my skonstruowaé estymator czasu wykonania zbioru zadan i zbadaé jego wlasnosci. Drugi
wypadek ma szczegdlne znaczenie w systemach sztywnego czasu rzeczywistego, w ktérych
musimy zapewnié, ze:

VjCj < dj

Wowecezas jedynym podejsciem jest przyjecie w charakterze czasu wykonywania zadan ich
gérnych granic. Wynikajacych z funkcji ztozonoéci obliczeniowych odpowiednich algoryt-
moéw.

2. W celu zidetyfikowania mechanizmu szeregowania dla algorytmu przyblizonego czesto roz-
wiazujemy DPS przy pewnych mocnych zatozeniach dotyczacych parametréw problemu,
na przyklad przy zalozeniu, ze czasy wykonywania wszystkich zadan sa jednakowe (jed-
nostkowe).

3. Wyznaczamy czasy wykonywania zadan po wykonaniu specjalnie skonstruowanego zbioru
zadan testowych i rozwiazujac odpowiedni(-e) DPS dla réznych kryteriéw oceniamy pracu-
jaca procedure szeregujaca i podejmujemy ewentualnie decyzje o jej zmianie.

Na zakonczenie zinterpretujmy krétko rozpatrywane przez nas kryteria szeregowania. Za-
uwazmy, ze minimalizacja C),q, jest réwnowazna maksymalizacji wspélczynnika wykorzystania
zbioru maszyn. Kryterium to reprezentuje zatem punkt widzenia wilasciciela zbioru maszyn.
Natomiast minimalizacja F' (lub Fy-) prowadzi do minimalizacji §redniego czasu odpowiedzi,
a zatem reprezentuje punkt widzenia uZytkownika zbioru maszyn. Widzimy zatem, ze kryteria
te sa w ogdlnosci przeciwstawne.

7Z kolei minimalizacja L4, oprocz oczywistej interpretacji jest szczegdlnie istotna w syste-
mach sztywnego czasu rzeczywistego, gdyz (L},,, < 0) = V;C; < d;

Dla dalszych rozwazan niezbedne jest $ciSlejsze zdefiniowanie problemoéw szeregowania.

Definicja 3.1. Przez problem szeregowania I1 bedziemy rozumieli skoriczony, uporzgdkowany
cigg parametrow, zawierajgcy informacje odpowiednio o:

e zbiorze maszyn M
o 2biorze zadan Z
o kryterium szeregowania IC

Przy czym parametry sq tu rozumiane ogdlnie: (parametry liczbowe, zbiory, relacje, wektory, . ..)
i nie wszystkie muszqg mie¢ nadane wartosci.

Przykladowo zapis: P2 | podz., las | Cpae 0znacza szeregowanie zadan podzielnych w ograni-
czeniach kolejno$ciowych w postaci lasu na dwéch identycznych maszynach rownolegtych w celu
minimalizacji Cy,qz-

Jedli dla problemu szeregowania II okredlimy wartosdci wszystkich jego parametréw, to otrzy-
mamy tzw. instancje (ang. instance) I tego problemu. Zbiér wszystkich instancji problemu sze-
regowania Pi nazywaé¢ bedziemy dziedzina tego problemu i oznaczaé przez Dr. Mozemy teraz
definiowaé algorytmy szeregowania.

Definicja 3.2. Algorytmem szeregowania dla problemu 11 nazywamy skonczony cigg dobrze
zdefiniowanych operacji, ktory Yiep, znajduje uszeregowanie dopuszczalne jesli ono istnieje.
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Definicja 3.3. Algorytmem dokladnym, optymalizacyjnym (ang. exact, optimization) dla pro-
blemu I1 nazywamy algorytm szeregowania dla tego problemu, ktory Ve p, znajduje uszeregowanie
optymalne jesli ono istnieje.

Definicja 3.4. Algorytm szeregowania dla problemu 11, ktéry nie jest algorytmem dokiadnym
nazywad bedziemy algorytmem przyblizonym (ang. approximation), heurystycznym (ang.
heuristic) lub suboptymalnym (ang. suboptimal).

Uwaga: W dokladniejszych rozwazaniach typy algorytmoéw z ostatniej definicji sg precyzyjnie
zdefiniowane i rozrézniane.

Mozemy teraz powiedzieé, ze dla danego problemu szeregowania II dazymy do konstruk-
cji algorytmu dokladnego, ktory bylby obliczeniowo jak najprostszy. Wymagania te jednak sg w
ogoblnosci sprzeczne. Dla dokladniejszego naswietlenia tej sprzecznosci musimy sobie przypomniec¢
podstawowe pojecia z zakresu zlozonosci obliczeniowej algorytméw i probleméw kombinatorycz-
nych. Jak pamietamy, klasy zlozonosciowe probleméw kombinatorycznych sa zdefiniowane dla
problemow decyzyjnych, czyli sformutowanych w postaci pytania, na ktére odpowiedz brzmi ,tak”
lub ,nie”. Natomiast problemu szeregowania to zasadniczo problemy optymalizacyjne, w ktorych
chodzi o optymalizacje kryterium K. Zeby zatem moéc korzystaé¢ do analizy tych probleméw z
teorii zlozonosci obliczeniowej, musimy powiaza¢ miedzy soba obie te klasy probleméw. W tym
celu zauwazmy najpierw, ze z kazdym problemem optymalizacyjnym mozemy zwiazaé jego wersje
decyzyjna pytajac o istnienie rozwigzania (tu: uszeregowania dopuszczalnego) o wartosci K < k
(minimalizacja) lub K > k (maksymalizacja).

Zauwazmy dalej, ze powstala w ten sposéb wersja optymalizacyjna jest obliczeniowo nietrud-
niejsza od problemu wyjéciowego.

Ponizej podsumujemy tylko krétko sposéb postepowania przy badaniu zlozonosci obliczenio-
wej problemy szeregowania II. Ot6z mamy tu dwie mozliwosci:

1. Podanie algorytmu dokladnego wielomianowego dla problemu IT (optymalizacyjnego) — jesli
to sie uda, to znaczy ze wersja decyzyjna problemu IT jest obliczeniowo latwa (€ P).

2. Wykazanie NP-trudnosci problemu II — Zeby tego dokonaé¢ musimy przetransformowaé wie-
lomianowo dowolny znany problem NP-trudny (NP-zupelny) do wersji decyzyjnej badanego
problemu II.

Uwaga: Kolejnoéé wyboru powyzszych drog, jak réwniez wyboér problemu NP-trudnego (NP-
zupelnego) do transformacji opisanej w punkcie 2. zalezy od intuicji badajacego.

Jesli obie powyzsze drogi zawioda to méwimy, ze badany problem II jest otwarty (ang. open)
z punktu widzenia ztozonosci obliczeniowej.

3.2 Przykladowe problemy, metody i algorytmy

W tym punkcie zilustrujemy gléwne aspekty metodologiczne dotyczace kombinatorycznych
probleméw optymalizacyjnych. Uczynimy to na prostym przykladzie dotyczacym probleméw
szeregowania w celu minimalizacji Cy,q. przy zatozeniu, ze

Uczynimy to dla niezaleznych i zaleznych zadan oraz maszyn identycznych i dowolnych.
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Wyklad 11 18.05.2009

3.2.1 Niezalezne zadania

Identyczne maszyny Jak pamigtamy, podzielnosé zadan dla kryterium C,,q, ma wplyw na
minimalna warto$¢ tego kryterium, zatem rozpatrzymy oddzielny przypadek zadan podzielnych
oraz niepodzielnych.

Podzielne zadania Przy przyjetych zalozeniach tatwo zauwazyé, ze mozemy z gory wyliczy¢
minimalna warto$¢ naszego kryterium, ktéra dana jest wzorem:

n
. 1
Crar = MaX ¢ MAX 7, — E Tj
J m 1
o

Mozliwe sa tu bowiem dwie sytuacje, mianowicie:

1. C

v JESt Wyznaczone przez czas wykonywania najdluzszego zadania

2. CF,.. jest wyznaczone przez w pelni réwnolegle wykonanie zbioru zadan

Oczywiscie w pierwszej sytacji wystapia przestoje w pracy co najmniej 1 maszyny.
W tej sytuacji pozostaje nam znalezienie uszeregowania dopuszczalnego o diugosci C}, ...,
czyli rozwiazania optymalnego. Latwo wykazaé, ze uszeregowanie takie dla kazdej instancji roz-

patrywanego problemu znajduje algorytm McNaughtona.

M,| z, Z, Z
M;| z, :
]
:
]
M, : -
: g
0 * t

Rysunek 18: Wykres Gantta dla algorytmu McNaughtona

1. Wybierz dowolne zadanie i rozpocznij jego wykonywanie na dowolnej maszynie w chwili
t=0

2. Wybietz dowolne, nieuszeregowane jeszcze zadanie i rozpocznij jego wykonywanie na tej sa-
mej maszynie w chwili zakonczenia poprzedniego zadania. Powtarzaj, az wszystkie zadania

zostana wykonane, lub osiagniemy z czasem biezacym ¢t = C7, ..

3. Czed¢ zadania pozostala po osiagnieciu t = C}, ., przydziel do dowolnej wolnej maszyny,
rozpoczynajac jej wykonywanie od t =0
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4. Wracaj do punktu 2, az wszystkie zadania zostana wykonane

Uwaga: wszystkie stwierdzenia wystepujace w opisie algorytmu szeregowania stuza wylacznie
konstrukcji urzeregowania, ktére pozniej jest realizowane zgodnie z uzyskanym wykresem Gantta.
Latwo zauwazy¢, ze zlozono$é obliczeniowa algorytmu McNaughtona jest rzedu n (O(n)). Jest
to minimalna zlozono$¢ obliczeniowa algorytmu doktadnego dla naszego problemu szregowania.

Problem nasz jest zatem w ten sposéb do konca rozwiazany.

Nieodzielne zadania W tym wypadku juz dla m = 2 (zauwazmy, ze dla m = 1 rozpatrywany
problem szeregowania jest trywialny) i dla calkowitych czaséw wykonywania zadan, rozpatry-
wany problem szeregowania jest NP-trudny (prosta transformacja wielomianowa od probleméw
PODZIALU ZBIORU podana jest w ksiazce [I]). W tej sytacji mamy dwie mozliwosci: zastoso-
wania algorytmu dokladnego o zlozzonosci wykladniczej, albo konstrukcja algorytmu wielomia-
nowego, ale przyblizonego. Ponizej podamy przyktadowe realizacje obu tych mozliwosci.

Zaczynajac od pierwszej z nich, sprowadzimy nasz problem szeregowania do zerojedynkowego
problemu programowania liniowego (w skrécie: 0-1PL). Wprowadzmy zmienne decyzyjne z;;,1 =
1,2,....m;5=1,2,...,n wzorem:

1 Z; wykonywane na M;
oy
Y10 w p.p.

Za pomoca tych zmiennych, tatwo otrzymujemy nastepujacy problem 0-1PL:
Zminimalizowaé Coay Pr2y ograniczeniach

n
Cmaxf E TjL4j >O,i:1,2,...,m
Jj=1

ixijzl,jzl,l...,n
i=1

Oczywiscie problem 0-1PL jest NP-zupelny, zatem dla jego dokladnego rozwigzania niezbed-
ne sg algorytmy wykladnicze. Podkreslmy, ze sprowadzenie naszego problemu szeregowania do
problemu 0-1PL nie jest niezbedne dla jego (dokladnego) rozwiazania; mozemy bowiem podejsé
do tego problemu w sposéb bezposredni.

Przykladowa realizacja drugiej mozliwosci jest algorytm LPT (ang. longest processing time),
szeregujacy zadania wedtug najdtuzszych czaséw wykonywania. Jego ztozono$c¢ obliczeniowa jest
oczywiscie O(nlogn).

Graham wykazal, ze zachodzi nastepujaca nieréwnosc:

max(LPT) < é . L
C*

. 3 3m

3.2.2 Dowolne maszyny

Podzielne zadania Pokazemy obecnie dwa podejicia do doktadnego rozwigzania naszego pro-
blemu szeregowania, wykorzystujace istotnie rézne transformacje tego problemu do problemu
programowania liniowego (PL). Pierwsze z podej$é do tzw. podejscie dwuetapowe, w ktérym
transformacja do problemu PL stanowi tresé pierwszego etapu.

Wprowadzmy zmienne decyzyjne x;;,¢ = 1,2,...,m;7 = 1,2,...,n, przy czym 0 < z;; < 1
oznacza sumaryczng cze$¢ zadania Z; wykonywana na maszynie M; (cze$¢ czasu wykonywania
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7;). Za pomoca tych zmiennych dokonamy transformacji problemu znalezienia C7,,, i odpowia-
dajacych jej V; jx7; do problemu PL.

Zauwazmy, ze dwa zbiory ograniczen w problemie PL sg prawie identyczne jak w rozpatrywa-
nym poprzednio problemie O-1PL (v; zastepujemy przez v;;). Jednak ze wzgledu na podzielnoéé
zadan, musimy doda¢ do nich jeszcze jeden zbiér ograniczen, ktory gwarantuje, ze czas wykony-
wania kazdego z zadan nie przekroczy Chua. (gdyz wéwezas czedci tego zadania musialy by byé
wykonywane réwnoczesnie).

Otrzymujemy zatem nastepujacy problem PL:

Zminimalizowac Ciey Przy ograniczeniach:

m
Cmam *Z’rijxij = O;j = 1a2,"'7n
1=1

m
inj = l,j: 1,2,...,n,vi7j0<$ij <1
i=1

Rozwiazujac powyzszy problem PL, np. jednym z algorytméw simplekséw otrzymamy C, ..
oraz zj;, V; j na tej podstawie, dzigki zapisanym ograniczeniom, bedziemy w stanie skonstruowac

uszeregowanie optymalne o tych parametrach.

Wyktad 12 25.05.2009

Problem ten jest czescia drugiego etapu naszego podejécia. Mozna wykazac, ze sprowadza sie
do problemu przeptywu w odpowiedniej sieci i moze byé¢ rozwiazany w czasie O(n?). Zauwaz-
my zatem, ze wyjsciowy problem szeregowania jest problemem obliczeniowo tatwym. Wynika to
z faktu wielomianowosci przedstawionej transformacji do problemu PL (1 etap) i z faktu, ze pro-
blem PL jest réwniez obliczeniowo latwy (algorytmy niesimpleksowe). Wspomnieli$my réwniez
o wielomianowosci drugiego etapu.

Pokazemy teraz, ze nasz problem szeregowania mozna sprowadzi¢ do problemu PL takze
w inny, istotnie rézny sposéb, ktory jest trescia tzw. podejscia jednoetapowego. Utworzmy naj-
pierw wszytskie mozliwe warianty wykonywania zadan ze zbioru Z na maszynach ze zbioru
M. Oznaczmy liczbe tych wariantéw przez N i przypiszmy k-temu wariantowi czas realizacji
> 0,k=1,2,..., N, ktéry pootraktujemy jako zmienng decyzyjna.

Otrzymujemy nastepujacy problem PL: Zminimalizowaé ", _, o1, przy ograniczeniach

i ZkeK“ ?, gdzie K;; jest zbiorem numerdw wariantow, w ktorych zadanie Z; jest wyko-
1,
nywane na maszjym’e M;.

Zauwazmy jednak, ze przedstawiona wyzej transformacja jest wykladnicza, gdyz liczba moz-
liwych wariantéw N jest rzedu O(n™). Podejscie to jednak ma te przewage nad podejéciem
dwuetapowym, ze moze by¢ w naturalny sposéb uogélnione na sytuacje, gdy oprocz maszyn
mamy réwniez inne zasoby zadane w sposob dyskretny.

Niepodzielne zadania. Rozpatrywany problem szeregowania mozna sprowadzi¢ do problemu
0-1PL zastepujac w ograniczeniach definiujacych Cpax 75 przez 7.

3.2.3 Zalezne zadania

Rozpatrzymy tylko przypadek identycznych maszyn.
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Podzielne zadania Muntz i Coffman wykazali, ze stosunek minimalnej dtugosci uszeregowa-
nia zbioru zadan przy przyjetych zalozeniach do dlugosci uszeregowania gdzie nie ma zalozenia
o niepodzielnosci wyraza si¢ wzrorem:

C;xklax(np) 1

) L 2- =

CmaX(P) m

Podali oni réwniez algorytm doktadny dla tego problemu o ztozonosci O(n?) i przy zalozeniu,

ze digraf ograniczen kolejnosciowych jest typu lasu (las lub antylas), lub m = 2.
Algorytm ten wykorzystuje pojecie poziomu (ang. level) zadania, ktéry definiuje sie jako dlugosé
najdtuzszej Sciezki taczacej dwa zadania z jednym z zadan koncowych.

Algorytm Muntza-Coffmana

1. Wyznacz poziomy wszystkich zadan (lub ich czesci).

2. Przydziel zadanie (bez poprzednikéw) o najwyzszym poziomie (np. n; zadan) do wolnych
maszyn (np. m; maszyn) w nastepujacy sposéb.

41 . . , my .
e Jesli ny > my, to przydziel kazdemu z zadan @ = — mocy wykonawczej maszyn.
ni

e W przeciwnym razie przydziel kazdemu zadaniu maszyne. Jesli sa jeszcze wolne maszy-
ny, to rozpatrz w analogiczny sposéb zadania o poziomie bezposrednio mniejszym itd.
Przydzial ten kontynuuj, az jakies z zadan sie zakonczy, lub do momentu poczawszy
od ktérego zadanie o wyzszym poziomie byloby wykonywane wolniej (z mniejszym «)
niz zadanie o nizszym poziomie. Wracaj do punktu 1. az wszystkie zadania zostana
wykonane.

3. W celu skonstruowania uszeregowania optymalnego zastosuj algorytm McNaughtona do
odcinkéw uszeregowania pomiedzy chwilami okreslonymi w punkcie 2.

Uwaga: Algorytm Muntza-Coffmana wymaga réwniez zalozenia, ze czasy wykonywania zadan
sg wielokrotnosciami przyjetej jednostki. Rozpatrzmy prosty przyktad:

Wyznaczyé uszeregowanie minimalizujgce Cpax podanego zbioru zadan podzielnych na dwdch
identycznych maszynach

Poniewaz m = 2 i czasy wykonywania zadan sg wielokrotno$ciami przyjetej jednostki, mozemy
zastosowaé algorytm Muntza-Coffmana.

Wyktad 13 28.05.2009

Dla dowolnych organiczen kolejnosciowych i dowolnego n rozpatrywany problem szeregowania
jest NP-trudny, natomiast dla ustalonego n (juz dla n = 3) otwart,

Niepodzielne zadania W tym wypadku znane sa dwa algorytmy dokladne wielomianowe,
skonstruowane przy zalozeniu, ze czasy wykonywania zadan sa jednostkowe (jednakowe). Jest
to algorytm Hu, ktéry dodatkowo zaklada, ze digraf ograniczen kolejnosciowych jest antylasem,
i algorytm Coffmana-Grahama, ktéry dodatkowo zaklada, ze m = 2. Ten drugi algorytm ma
zlozonoéé O(n?) i wykorzystuje pojecie etykiety (cechy) zadania jako poziomu. Ponizej sformu-
hijemy algorytm Hu.

6Jego status ztozonosciowy nie jest znany
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Algorytm Hu
1. Wyznacz poziomy wszystkich zadan.

2. Jesdli liczba zadan bez poprzednikéw < m to przydziel im maszyny i przejdz do punktu
3. W przeciwnym razie wybierz sposréd nich m zadan o najwyzszych poziomach (sposréd
zadan o jednakowym poziomie wybdr jest dowolny) i przydziel im maszyny.

3. Usun przydzielone zadania z grafu. Wracaj do punktu 2, az graf bedzie pusty.

Znalezé uszeregowanie minimalizujgee Cpax podanego zbioru zadarn niepodzielnych na 3 iden-
tycznych maszynach, przy zalozeniu, zZe czasy wykonywania zadan sqg jednostkowe.

Uwagi: Zlozono$¢ algorytmu Hu jest O(n). Jezli digraf ograniczen kolejnosciowych jest
lasem, to odwracamy zwroty wszystkich tukéw, stosujemy algorytm Hu, a nastepnie odracamy
kolejnoé¢ zadan na kazdej z maszyn.

Rozpatrywany problem szeregowania zadan niepodzielnych jest w ogdlnosci silnie NP-trudny,
jest on tez NP-trudny dla zadan jednostkowych i dowolnych ograniczen kolejno$ciowych i do-
wolnego m. Natomiast dla ustalonego m juz dla m = 3 jest otwarty. Pozostaja nam zatem
algorytmy dokladne wyktadnicze, lub algorytmy wielomianowe, ale przyblizone. Sposréd tych
ostatnich szczegdlnie czesto stosowane sa algorytmy szeregowania listowego (ang. list scheduling),
w ktorych zadania umieszczone sa na liscie wedtug malejacych priorytetéw. Algorytm szerego-
wania przeglada te liste i przydziela wolng maszyne do pierwszego zadania, ktérego wszystkie
poprzedniki zostaly wykonane. Oczywiscie zlozonoéé takiego algorytmu jest O(nlogn). Obszerne
eksperymenty obliczeniowe pozwolity stwierdzié, ze sposréd wielu przebadanych regut przydziatu
priorytetéw najlepsze wyniki daty dwie:

e HLFET (ang. highest level first with estimated times) — jest to po prostu zastosowanie
algorytmu Hu w sytuacji, gdy czasy wykonywania zadan sa znane, ale nie sa jednostkowe.

e HLFNET (ang. highest level first with non-estimated times) — jest to réwniez zastosowanie
algorytmu Hu w sytuacji, gdy czasy wykonywania zadan nie sa znane, ale przyjmujemy, ze
sg jednostkowe.

Pierwsza z powyzszych regul daje uszeregowania optymalne w ponad 90% przypadkdéw, a Srednia
odleglo$é od optimum jest < 5% (takie reguly nazywa sie prawie optymalnymi).

4 Wybrane problemy analizy sieci zadan

4.1 Problem analizy czasowej, przypadek deterministyczny: sformuto-
wanie, metoda CPM

Wchodzimy obecnie w problematyke analizy sieci zadan (programowania sieciowego, sterowa-
nia siecia (kompleksem) zadan (operacji)) zwana w terminologii angielskiej project scheduling. W
tych problemach méwi sie raczej o czynnosciach (ang. activity) niz zadaniach i raczej o czasach
trwania czynnosci (ang. activity duration). W dalszym ciagu zachowamy jednak dotychczasowa
terminologie. W ogdlnosci w problemach analizy sieci zadan, zadania moga zada¢ do swego wy-
konania dowolnych zasobéw. W analizie czasowej sieci zadan nie rozpatruje sie ezplicite zadnych
zasobéw czasowych, co praktycznie oznacza, ze sa one nieograniczone. W takiej sytuacji kaz-
de zadanie jest scharakteryzowane (w przypadku deterministycznym) wylacznie przez czas jego
wykonywania (czyli praktycznie przy zalozeniu, ze wszystkie zasoby, ktérych zadalo zostaly mu
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przydzielone). Latwo zauwazy¢, ze znalezienie minimalnego czasu wykonania zbioru zadan przy
tym zalozeniu oznacza znalezienie minimalnych wartosci tego czasu w sytuacji, gdy zasoby sa
ograniczone.
W problemach analizy czasowej sieci zadan zaklada si¢ ponadto, ze digraf ograniczen kolejno-
Sciowych jest dany w przedstawieniu tukowym, czyli tworzy sie¢ zadan (ang. activity network).
Przedmiotem analizy czasowej sieci zadan sa nastepujace parametry:

e Najwczesniejszy i najpozniejszy termin zajscia wszystkich zadan w sieci.

e Najwczesniejszy i najpdzniejszy termin rozpoczecia i zakohczenia poszczegdlnych zadan
w sieci.

e Luzy (zapasy) czasowe zdarzen i zadan.
e Sciezka(-i) krytyczna(-e)

Ponizej wyznaczymy wymienione parametry. Zalozymy w tym celu, ze wierzchotki (zdarzenia)
sieci sa uporzadkowane od 1...s w ten sposéb, ze zajécie wierzcholka i jest niepdzniejsze od
zajscia wierzchotka j (i < j). Uporzadkowanie takie jest zawsze mozliwe i moze by¢ otrzymane np.
metoda skreslania tukéw (wierzcholek bez tukéw wejsciowych otrzymuje nr 1, skre§lamy wszystkie
tuki wychodzace z niego i znajdujemy wierzcholki bez tukéow wejéciowych, ktére otrzymuja —
w sposéb dowolny — kolejne numery. Skreslamy tuki wychodzace z wszystkich tych wierzchotkéw,
itd.).

Wyktad 14 01.06.2009

Zadanie oznaczaé bedziemy jako uporzadkowana pare (i, 7),i < j, gdzie i, j sa wierzchotkami
(zdarzeniami), miedzy ktérymi jest ono wykonywane, natomiast czas wykonywania tego zadania
0ZNACZymy PIzez T; ;.

Stosujac metode CPM (ang. Critical Path Method) wyznaczymy obecnie wymienione na wste-
pie charakterystyki, zaczynajac od najwczesniejszych terminéw zajscia poszczegdlnych zdarzen
w sieci.

Oznaczajac przez t§ najwczesniejszy termin zajscia zdarzenia j zauwazamy, zZe:

ty =0
k .
ty = maX{T(Pj )} ,j=2,3,...,5
gdzie Pf jest k-tg Sciezka od zdarzenia j do zdarzenia k tej sieci, a T(Pf) =2 _(i.j)eph) Tij:
J)EE;
Latwo zauwazy¢, ze dla wyznaczenia 3 mozemy zastosowa¢ wzor rekurencyjny:
ty =0
t}u = ?é%};{t;u —‘rTij},j =23,...,5
gdzie A; jest zbiorem wszystkich wierzchotkéw, w ktérym rozpoczynaja sie zadania dochodzace
do wierzchotka j.
Najp6zniejszy termin zajscia wierzcholka i, ¢¥, ktéry nie powoduje op6znienia zajicia zdarze-

nia koncowego s wyznaczymy analogicznie, ale poruszajac si¢ od konica sieci. Latwo zauwazy¢,
ze:



gdzie P jest k-ta Sciezka (w sieci z odwréconymi zwrotami tukéw) od zdarzenia s do zdarzenia i,
a T od tego jest dlugoscia tej $ciezki. Latwo zauwazy¢, ze dla wyznaczenia t! mozna zastosowaé
wzor rekurencyjny:

L =1ty

P _ p . | — g — _
ti—]xrelgl_{tj—ru},z—s 1,s—2,...,1

gdzie B; jest zbiorem wszystkich wierzchotkéw, w ktorych koncza sig zadania wychodzace z wierz-
chotka 1.

Przejdzmy obecnie do wyznaczenia najwczesniejszych i najpozniejszych terminéw rozpoczecia
i zakonczenia poszczegdlnych zadan w sieci.
Latwo zauwazy¢, ze:

e ¥ = najwczesniejszy termin rozpoczecia zadan wychodzacych z wierzcholka i (EST = ang.
FEarly Start Time).

e t} +7;; = najwezesniejszy termin zakoticzenia zadania (i,7) (EFT = ang. Farly Finishing
Time / Completion Time).

. tf — T;; = najpo6zniejszy termin rozpoczecia zadania (4, j) (LST = ang. Late Start Time).

° tg’ = najpéZniejszy termin zakonczenia zadan dochodzacych do wierzchotka j (LFT = ang.
Late Finishing Time / Completion Time).

PrzejdZmy obecnie do wyznaczenia luzéw (zapaséw) czasowych zdarzen i zadan w sieci.
Liczbe
Si=—t)>0,i=1,2,...,s

nazywamy luzem (zapasem) czasowym zdarzenia i (ang. Event Slack Time). Latwo zauwazy¢, ze
wyraza on maksymalne przesuniecie terminu zajscia tego zdarzenia, nie powodujace opdznienia
zajScia zdarzenia konicowego s.
Zdarzenia, dla ktérych s; = 0 nazywaé bedziemy zdarzeniami krytycznymi.

Poniewaz kazde zadanie (7,j) lezy poniedzy dwoma zdarzeniami, wiec mozemy do niego
okresli¢ cztery luzy (zapasy czasowe).

e Luz calkowity (ang. Total Slack Time)

Sg =t =t — 7y
e Luz bezpieczny (ang. Safety Slack Time)

Sy =18 — 1 — 7
e Luz swobodny (ang. Free Slack Time)

s _ qw w .
Sij =15 — " — Ty

e Luz niezalezny (ang. Independent Slack Time)
Sp; = max {0,t) — 7 — 75}

Na zakonczenie przejdziemy do okreslenia i wyznaczenia $ciezki krytycznej.
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Definicja 4.1. Sciezka (droga) krytyczna nazywamy Sciezke od zdarzenia 1 do zdarzenia s o mak-
symalnej dlugosci w sieci. Latwo zauwazyé, Ze w kazdej sieci istnieje co najmniej jedna taka
sciezka.

Zadania lezace na $ciezce krytycznej nazywaja si¢ zadaniami krytycznymi. Latwo zauwazyd,
ze zdarzenia lezace na $ciezce krytycznej sa zdarzeniami krytycznymi, ale ciag zdarzen kry-
tycznych nie zawsze wyznacza $ciezke krytyczna.

Mozna natomiast wykazaé nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 4.1. Na to, by zadanie (i,7) bylo zadaniem krytycznym potrzeba i wystarcza,
by S§; = 0. Wynika stad, zZe Sciezka krytyczna jest jednoznacznie wyznaczona przez zadania,
w ktorych luz catkowity jest zerowy.

Rozpatrzmy nastepujacy przyktad:

Dla podanej sieci wyznaczy¢ t%,tY, S;, Si; wszystkich zadan i wierzchotkow.

70 Y

4.2 Problem analizy czasowej, przypadek probabilistyczny: sformuto-
wanie, metoda PERT

Rozwazymy teraz sytuacje, gdy czasy wykonywania zadan w sieci zadan sa zmiennymi losowy-
mi o nieznanym rozktadzie prawdopodobienstwa. Z praktycznego punktu widzenia uzasadnione
jest przyjecie o tym rozkladzie nastepujacych zalozen:

e ciggloéé
e jedno ekstremum
e styk z osia odcietych w dwoéch punktach

Przyktadowe wykresy funkcji gestoséci prawdopodobienstwa spelniajacych powyzsze zalozenia
sa nastepujace:

Jednym z rozktadow spelniajacych powyzsze zalozenia jest tzw. rozklad beta o funkcji gestosci
prawdopodobienistwa danej wzorem:

H(a—71)P" (1 —=b)?7! dla T € (a,b)
f(r) =
0 w.p.p.

gdzie a, b, p, q sa stalymi wiekszymi od 0, a H jest pewna funkcja zalezna od a, b, p, ¢. W metodzie
PERT (ang. Program Evaluational Review Technique) zaklada sie wlasnie, ze czasy wykonywania
zadan w rozpatrywanej sieci zadan maja rozkltad beta. Nastepnie wyznacza sie¢ w przyblizeniu
warto$é érednia i wariancje kazdego z tych czaséw korzystajac z trzech wartosci (dla kazdego
zadania), ktore latwo okresli¢ ekspertom:

e optymistycznej a
e pesymistycznej b
e najbardziej prawdopodobnej 7y (warto$¢ modalna)
Na tej podstawie, przy zalozeniu rozktadu beta, mamy:
_atdro+b
- 6
(b—a)?
36

0'2;?5
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Nie znajac czasu wykonywania zadan nie mozemy korzystaé z pojecia Sciezki krytycznej
i zadan krytycznych, dlatego metoda PERT jest ukierunkowana na zdarzenia, a Scisle chodzi
w niej o znalezienie prawdopodobienstw ujemnych luzéw czasowych poszczegdlnych zdarzen,
czyli o wyznaczenie prawdopodobienistw P(S; < 0),i = 1,2,...,s. Jak pamietamy S; = ! —
¥, przy czym t! i ¢ sa ostatecznie sumami pewnej liczby czaséw wykonywania zadan, czyli
w naszym przypadku pewnej liczby niezaleznych zmiennych losowych. Na podstawie centralnego
twierdzenia granicznego mozna w przyblizeniu przyjaé, ze maja one rozklad asymptotycznie
normalny. Zatem réwniez S; = t! — t% ma réwniez rozklad asymptotycznie normalny, a $cilej

rozklad N (mf —m,\/(o¥)? + (Uf)2).
Po unormowaniu tego rozkladu mozemy skorzystaé¢ z tablic rozktadu N(0,1) i znaleZé inte-
resujace nas prawdopodobienstwo. Przyjmuje sie, ze jesli P(S; < 0) > 0,75 to ryzyko zwiazane

z dotrzymaniem terminu zajScia tego zdarzenia jest zbyt wysokie.

Wyktad 15 15.06.2009

4.3 Problem analizy czasowo-kosztowej: sformulowanie, metoda CPM/MCX,
metoda PL

W tym problemie wystepuje jeden zaséb, ktérym jest koszt. Koszt K wykonania danego
zbioru zadan sklada sie z:

e kosztu bezposredniego K3, bedacego sumag kosztéw bezposrednich K;j wykonania poszcze-
gdlnych zadan (i,7) (robocizna, energia, materialy itd.)

e kosztu posredniego K, odniesionego do calego zbioru zadan (administracja, zamrozenie
kapitatu)

Zaltozmy, ze:

e koszt bezsposredni K;; zadania (4, j) mozna zmienia¢ w okredlonych granicach, zmieniajac
czas jego wykonywania 7;; zgodnie z dang krzywa czas-koszt tego zadania

e koszt posredni K, rosnie liniowo ze wzrostem czasu wykonania zbioru zadan Ciyax

Typowe wykresy pokazano na rysunkach ponize;j.

Problem polega na wyznaczeniu takich czaséw wykonywania zadan 7;;, dla ktérych taczny
koszt K wykonania zbioru zadan osiaga minimum (time-cost trade-off - najlepszy kompromis
pomiedzy czasem i kosztem). Istnieje wiele metod, dokladnych i przyblizonych, do znalezienia
rozwiazania tego problemu. Ponizej podamy dwie metody przyblizone. Zaklada sie w nich zna-
jomos¢ dwoch punktow na kazdej krzywej czas-koszt:

e punktu normalnego o wspdtrzednych (K7%,7/%)

e punktu granicznego o wspétrzednych (K7;,7/)

Metoda CPM/MCX (CMP/Minimum Cost eXpenditing) jest uogélnieniem metody CPM
z uwzglednieniem zasobu, ktérym jest koszt. Ogdlna idea tej metody jest nastepujaca:

1. Dla czaséow 7/; zastosuj metode CPM do wyznaczenia luzéw czasowych catkowitych zadan
i Sciezki krytycznej

2. Skracaj czasy wykonywania zadan krytycznych, nie przekraczajac punktu (g) dla ktérego
prowadzi to do zmniejszenia K (poréwnaj Siudak)
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Podamy teraz druga metode przyblizona rozwiazania naszego problemu, polegajaca na spro-
wadzeniu do problemu PL po uprzednim dokonaniu lineryzacji krzywych czas-koszt poszczegdl-
nych zadan. Oznacza to, ze pomiedzy punktami normalnym i granicznych prowadzimy prosta

g9 n

K9 —KP
. . KL -K} . . . .
o wspolczynniku a;; = T;j, ktéry oznacza przyrost kosztu bezposredniego 7;; zwigzany ze

zmniejszeniem czasu jego wykonywania o jednostke. Przy tym zalozeniu koszt bezposredni Kj;

wyraza sie wzorem:
Kij = K5 + a;(15; — 7ij) = —aiTij + ¢

W konsekwencji koszt bezposredni wykonania calego zbioru zadan wynosi:
Ky = Z Kij =— Z Qi Tij + C1
(i,5)€G (i,5)€G

Oznaczajac koszt posredni wykonania zbioru zadan przez K, = aCy,q, otrzymujemy zatem na-
stepujacy problem PL:

zminimalizowaé¢ K = Kj + K, = aCep — Z(i fea %ijTij
przy ograniczeniach:

Lor) <y <7l Vjeo

2. S§; (luz catkowity) <0 — 7y <! —tf', i=1.s, Y eq
3.t <t? i=1.s VYjec

417 = Croas

5. 10 =0

OtrzymaliSmy problem PL, w ktérym zmienne decyzyjne to Cyaz, Tij, tF, t2.

4.4 Problemy analizy czasowo-zasobowej

Ten punkt dotyczy najogdlniejszego problemu analizy sieci zadan, z uwzglednieniem dowol-
nych zasobow.
Rozwazmy ogdlny system typu sie¢ (kompleks) zadani (operacji) podstaci:

S={R, 2 K}

R - zbiér zasobow zadan
Z - zbiér zadan
IC - zbidr kryteriéw optymalnosci

W zbiorze mathcal R wyréznia sie k typow (rodzajéw) zasobéw: Ri..Ry, przy czym do tego
samego typu zaliczamy wszystkie jednostki zasobu, niekoniecznie identyczne, ktére spetniaja te
same funkcje (np. maszyny o wykonujace to samo, pomimo, ze z réznymi predkosciami).

Niezaleznie od podzialy na typy, zasoby dzieli sie na kategorie z trzech punktow widzenia:

e przywlaszczalnosé

— przywlaszczalne (preemptible)

— nieprzywlaszczalne (non-preemptible)
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e podzielnosé

— dyskretne (discrete) - podzielne w sposéb dyskretny

— ciagle (continuous) - podzielne w sposéb ciagly
e ograniczenia zasobowe (gléwne kategorie)

— odnawialne (renewable)
— nieodnawialne (non-renewable)

— podwdjnie ograniczone (doubly constrained)

Zasob nazywamy przywlaszczalnym, jesli kazda jego jednostka moze zosta¢ odebrana zadaniu,
przydzielona do innego zadania, a nastepnie zwrécona poprzedniemu zadaniu, ktérego wykonywa-
nie moze by¢ kontynuowane bez bledéw. Zasob ktérego jednostki nie maja tej wlasnosci nazywa
sie zasobem nieprzywlaszczalnym. Ten podzial na kategorie dotyczy gléwnie zasobow w syste-
mach komputerowych. Gléwnym przykladem zasobéw przywlaszczalnych sa procesory censtral-
ne. Uwzglegnienie zasobéw nieprzywlaszczalnych wymaga rozwiazania problemu zakleszczenia
(deadline).

Zasobem dyskretnym nazywamy taki, ktéry moze by¢ przydzielany zadaniom w liczbach
jednostkowych bedacych elementami zbioru skonczonego, natomiast zasobem cigglym nazywamy
zasdb, ktéry moze by¢ przydzielany w liczbach jednostek z danego przedzialu (bedacego zbiorem
nieprzeliczalnym).

Zas6b nazwiemy odnawialnym, jesli tylko jego chwilowa dostepnosé jest ograniczona, nieod-
nawialnym - jesli tylko jego zuzycie do danego momentu (na ogél taczne zuzycie, do momentu
zakoniczenia projektu) jest ograniczone. Zaséb podwdjnie ograniczony to taki, dla ktérego zardw-
no chwilowa dostepnoé¢ jak i zuzycie sa ograniczone. Typowym przykladem zasobéw odnawial-
nych sg procesory, maszyny, pamie¢, za$ nieoficjalnych sa nakltady finansowe. Warto zauwazy¢, ze
wiele zasobéw to zasoby podwdjnie ograniczone, typowym przyktadem jest moc, ktora podlega
ograniczeniu chwilowemu, jak i ograniczeniu zuzycia (np. energia).
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